1 Serii de directii infaguratoare in varietati neolonome

Studii si cercetari stiintifice, lasi,
Matematics, t. XI, f. 2, 1960, 343-354.

Notiunea de directii infasuritoare a fost introdusi de K. Yano [10] in 1944 i, independent, de
M. Roth [7] in 1950. Aceasti notiune, care generalizeazd notiunea de directii concurente, introdusa
de acad. A. Myller [4] si notiunea de directii paralele, introdusd de T. Levi-Civita [2], s-a dovedit
destul de utild atat in studiul spatiilor metrice cét si al spatiilor cu conexiune afina.

In Nota de fati ne propunem si introducem notiunea de directii infdsurétoare in varietati
neolonome dintr-un spatiu X, cu conexiune metric& cu torsiune, si sa facem cateva aplicatii ale
acestei notiuni la studiul liniilor de curburd si al anumitor retele de pe varietétile neolonome.

Vom folosi, in cele ce urmeazi, notatiile si rezultatele din [11], pentru varietdti neolonome in
spatii cu conexiune metric cu torsiune, si din [8], pentru serii de directii Infaguratoare.

1. Consideram un spatiu X,, previzut cu o conexiune metricé cu torsiune si fie a;, Fék si T]’k
respectiv tensorul metric, obiectul conexiunii si tensorul de torsiune. Aceste marimi sunt legate
prin relatiile:

(1) aijue =0 §i Tljg = Ty, (.9, k= 1,2,..,1).

Dupa cum se stie, fiind dati tensorii a;; si T]?'k ei determind, prin aceste relatii, in mod unic obiectul
conexiunii. Spatiul X,, este un spatiu Riemann daci si numai dacé tensorul de torsiune este nul.
Un sistem de n — m ecuatii Pfaff care nu-i complet integrabil

(2) Agidzt =0, (A,B,C =m+1,..,n),

unde \y; sunt n — m vectori covarianti liniar independenti, defineste o varietate neolonoma X"
scufundaté in X,. Notdnd cu Ay vectorii contravarianti corespunzatori, ecuatiile (2) devin

(21) Qg5 fqu] =0.

Norm#m cei n — m vectori A, luAndu-i unitari si considerdm incé m vectori contravarianti liniar
independenti gi unitari X} (a,b,c = 1,2,...,m) care sa fie ortogonali vectorilor X, adica sa satisfaca
relatiile

(3) A5 34/\‘(71 =0



Alsturi de reperul determinat de vectorii A} si A}, consideram reperul reciproc format de vectorii
A¢ si A4, legati de primii prin relatiile

NP =08 NXe =6% (a,8,7=1,2,..,n).
Ecuatiile varietatii X" pot fi scrise gi sub forma
(4) dxt = \ids®
unde _
ds® = Adzx'.

Odatd cu varietatea neolonoma X, putem considera varietatea neolonomé complementard X~™
datd de ecuatiile

(5) Audzt =0
sau
(5) da' = Nyds*,
unde

ds? = \dat.

Metrica indusd in X" este determinatd de tensorul
__yiyJ
(6) Qab = AgAyQij
iar obiectul conexiunii induse este

(7) be = MNMACTS, + AIN, .

unde notim, in general, pentru o functie f(z?)
f.a = )‘(szz

Avem pentru X
Qab;e = 0

si
a — a a
b = The + Whes
in care T} este tensorul de torsiune indus in X7, adica
a __ /\a)\]')\k i
be = Mt jho
iar
oa __ \a)d
Whe = /\z )‘[b,c]'

Formulele fundamentale pentru X} sunt

(8) fl:b = f;.b + /\ﬁ/\ltfrék - irgb = QaAb f«x:
9) Nyp =Ny + )‘ix/\]tfrj'k = Mgl % = =08 ML,



unde )
r%, = )‘iB/\:?A/\{bcré'k + AP X4
Q2 = a*asp08
iar
aag = )\Q)\fgaij
este tensorul metric al varietatii X~™. Avem
(10) Oy = Top + Wi,

unde
A _ YAyi ki
Tab - )‘2 )‘a/\b jk

iar wA este tensorul de integrabilitate a varietatii X dat de relatiile

wtﬁ) = /\?)‘fab] :

2. Fie in X, o curba data de ecuatiile
(11) ' =1'(s),

unde s este arcul curbei si si considerim in punctele M ale acestei curbe o serie de directii g
date de vectorii unitari 6*(s). Vom nota tot cu g dreptele corespunzatoare din spatiile euclidiene
tangente In punctele M ale curbei.

Seria de directii g este o serie infasuratoare in X, de-a lungul curbei C' daca in harta euclidiana
a spatiului X, in lungul acestei curbe, dreptele g corespunzétoare infagoars o curba C.

Analitic, aceasta revine la existenta a dou# functii p(s) si A(s) astfel incat sa avem de-a lungul

curbei C
(12) dzt + D(pf') = \'ds,

D fiind operatorul diferentierii absolute in X,.

Punctul M(z’ + p#?) de pe dreapta g ce trece prin punctul M(z*) al curbei C' se numeste punct
principal al dreptei g, vectorul MM, vector principal, iar curba C se numeste curba asociati seriei
de directii g.

Se vede c& functia p este lungimea vectorului principal, iar functia A, este raportul dintre
elementul de arc d5 al curbei C si elementul de arc ds al curbei C. De aici rezultd ca parametrul

7 definit de relatia

s

(13) dr 5

este un invariant al seriei de directii g de-a lungul curbei C, numit parametru principal.
Notand cu & vectorul principal, £ = pf¢, ecuatiile Infisurérii capéta forma

(12" dz' + D¢ = ¢'dr.

In particular, dacs curba asociati C se reduce la un punct, directiile g sunt concurente in sens
Myller, iar dacs acest punct este aruncat la infinit, directiile g sunt paralele in sens Levi-Civita.
In acelasi mod putem defini notiunea de serii de directii infaguratoare in X*.
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3. 0 serie de directii g, date de vectorii
(13" 6" = 0°)\,

in punctele unei curbe C din X™, este infdsurdtoare in X de-a lungul curbei C' daca in harta
euclidiana a varietatii X in lungul acestei curbe dreptele g corespunzatoare infagoara cu o curba
C.

Pentru aceasta este necesar si suficient si existe doua functii p(s) si A(s) astfel incat in punctele
curbei C sa avem

(14) ds® + D(p8%) = A\§%ds

§i aici g reprezintd lungimea vectorului principal £* = p6?, iarA raportul dintre elementul de arc

— Ad
al curbei asociate C si elementul de arc al curbei C. Introducand parametrul principal dr = il
0

ecuatiile infagurarii devin
(14") ds* + D¢ = gdr.

In particular, dacs desfisurabila descrisi de dreptele g in harta se reduce la un con, directiile
g sunt concurente in sens Myller, iar dacd se reduce la un cilindru directiile g sunt paralele in sens
Levi-Civita.

S4 ludm o serie de directii g oarecare tangente la X" (m > 2) in lungul curbei C' din X7
Oricare ar fi functiile p(s) si A(s) avem din (8) si (13)

dzt  D(p8) ; ds®  D(p6%) ; U L
da’ o (& ) N+ p0Age B i
(15) = M\ T T ot P T X

Din aceste relatii rezulta:

Conditia necesar si suficient ca o serie de directii g, tangente la X" (m > 2) de-a lungul
unei curbe C din X, si fie infiguritoare in spatiul X, este ca ea sa fie Infagurdtoare in X" si
unilateral conjugata cu seria directiilor tangente la curba C. In acest caz vectorii gi parametrii
principali relativi la. X, si X sunt aceiasi, deoarece functiile p si A sunt aceleasi.

Pentru o serie de directii oarecare, tangente la X" in punctele unei curbe C, putem fixa doua
functii p i A in felul urmitor: considerdm riglata descrisa de dreptele g in harta euclidiana a
varietitii X™ si luim functia p egald cu distanta de la punctul curbei corespunzétoare lui C' in
hartd, la punctul unde dreapta g intilneste linia de strictiune a riglatei iar functia A egald cu
raportul dintre elementul de arc al liniei de strictiune si elementul de arc al curbei C.

In acest fel putem asocia seriei de directii g o serie de directii in X" data de vectorul

_ds*  D(p6%)

(16) (=

si o curburd corespunzétoare
1
(17) ; =V aabCaCb
numite, respectiv, serie de directii i curburd asociate de infasurare, seriei g in X7
Totodats obtinem o serie de directii-in X, data de vectorul

dr'  D(pb
_$+(p)

T ds ds -\

(18) 3



si o curbura

(19) e

numite respectiv serie de directii si curburd asociate de infasurare seriei g in X, relative la X"

Cu aceste notiuni obtinem rezultatul:

Seria de directii g este infisuriitoare in X™(X,,) dacé si numai daca seria de directii asociate
de infisurare in X™(X,,) este nedeterminati sau ceea ce este acelagi lucru, curbura asociata de
infagurare in X*(X,,) este nul.

Din (15) rezultd: Conditia necesar# si suficientd ca seria de directii g sa fie infdguratoare in
X™ este ca seria de directii asociatd de Infasurare in X, relativa la X" sa fie ortogonald varietaii
Xm.

Tot din (15) rezulta relatia

1 1 p*
(20) ﬁ = ﬁ + }_—(27 .
unde gt st
1 A B 98 c @8
R;g = aABQachdé’ E 0 —(E

este curbura normals a seriei de directii g cu privire la curba C, notiune introdusa de T.K. Pan
pentru varietati olonome [6].

Relatia (20) ne da acelasi rezultat ca si (17), adica seria de directii g este infaguratoare in X,
daci gi numai daca este infisuritoare in X/™ si unilateral conjugata cu seria de directii tangente
la curba C.

Din (15) sau (20) rezulti de asemenea: Conditia necesara si suficienta ca orice serie de directii
tangente la X™, care este infisurdtoare in X", s& fie infaguratoare si in X, este

QA =0,

adica varietatea X" s& fie plani.

Rezultate asemanitoare se obtin pentru serii de directii concurente sau paralele prin particu-
larizari corespunzatoare.

Daci varietatea neolonoms este bidimensionald, atunci orice serie de directii tangente la va-

. P . . o1
rietate este Infagurdtoare in varietate si deci — = 0-
r

In acest caz, notiunea de directii unilateral conjugate in X?2 poate fi definit4 cu ajutorul notiunii
de directii infisuritoare in X, asa cum se procedeazd de obicei in cazul varietatilor neolonome
din S3 euclidian.

4. Cu ajutorul infisuririi putem defini liniile de curburd pe X[™ in raport cu o directie normala
AY. Spunem ci curba C din X/ este linie de curburd in raport cu directia normald Xy daci seria
de directii \, este infisurdtoare in X, de-a lungul curbei C.

Din ecuatiile Infisurarii, care pot fi scrise gi sub forma

(21) dzt + pD)Ny = duly,

unde

du = dp — s,



unde ds® si ds? sunt elementele de arc ale liniilor retelei. Cum pe X2 orice serie de directii de-a
lungul unei curbe este infisuritoare in X2, rezultd ci reteaua dati este intotdeauna Iinfisuritoare
in X2, in sensul ci seria de directii tangente la liniile unei familii este infiguritoare in X2 de-a
lungul liniilor celeilalte familii.
Pentru aceste serii de directii avem respectiv

ds’ =0, 0i =X, 6%=(0,1),
(38) si

dst =0, 05=2X, 6%=(1,0),

iar din ecuatiie Infagurarii (14) obtinem

op
1+ pT3, =0, 8—51+01F§1 -M=0
(39) si
P .
1+ pol'%, =0, a—zz‘i‘l)zr%z_)‘?:o

de unde se determing functiile p1, A1, p2 s As.

Putem considera in particular retelele pentru care elementul de arc al unei curbe dintr-o familie
este egal cu elementul de arc al curbei asociate seriei de directii tangente la liniile celeilalte familii
in lungul ei, deci pentru care avem

ds' = ds' si d3® = ds>.
Tinand seama de semnificatia functiilor A\; si A2 avemA; = Ay = 1 si deci pentru astfel de retele,
eliminand p; si ps din (39), obtinem .
dlog T}, dlogT?,
Ost 0s?
Putem considera de asemenea retele pentru care parametrul principal al seriei tangentelor la liniile

unei familii de-a lungul unei linii a celeilalte familii este egal cu elementul de arc al acelei linii.

Adica

(40) = Fgl + F;lv = F%z + F%z-

dr, = ds* si drp = ds®.

De aici rezultd A\; = p; i Ay = po, iar din (39) obtinem pentru aceste retele
dlogT3,
0s?
Daci tangentele la liniile fiecirei familii sunt concurente in X?2 de-a lungul liniilor celeilalte familii,

obtinem retelele Myller pe X2 [3], care se caracterizeazd prin conditiile
dlogTi, ., Ologl?,
42) oS I T ae
deduse din (39) ludnd A\; = A\, = 0.
Dac# tangentele la liniile fiecarei familii sunt paralele in X2 in lungul liniilor celeilalte familii,

obtinem retelele Cebigev pe X2, caracterizate prin conditiile

(43) Ty =Tf=0

(41) =TL, -1

_7!
_F12

deduse din ecuatiile

ds? =0, 62=(0,1), 662 =0,
ds! =0, 62=(1,0), 66%=0.

Retelele Myller si retelele Cebigev au fost introduse pentru varietati neolonome din S3 euclidian
de Gh. Gheorghiev [1].



6. Cu ajutorul notiunii de directii infasuritoare putem defini retelele conjugate pe X2 in felul
urmator:

Spunem c# o retea pe X2 este conjugati dacd directiile tangente a liniilor fiecdrei familii sunt
infagurdtoare in X, de-a lungul liniilor celeilalte familii.

Luand ca vectori A} si A} vectorii unitari tangenti la liniile retelei, obtinem, {inand seama de
(12) si (38), pentru o retea conjugatd conditiile

N+ 5T 2L+ <_8512 + ijA;A’f> = Ay =0,
(44)

;) AN :
Xy + a”; X+ pa (a 2 +r2,c,\u’°) — XA =0

care, avand in vedere (8), devin

. Opy .
N+ 2PN 4 oy (TN + QX)) — Mk =0,

. 1 S
(45) g
N + apj i+ pg (TAL + QAN — ML = 0.
De aici rezulta relatiile
0,

14+ pI3 =0, 8_'2+91F§1 —M=0, Q=0
(46) 5

1+l =0, B+l —d =0 9f=0,

si deci retelele conjugate sunt caracterizate ca retele parametrice prin conditiile
(47) Q4 =04 =0, (A=m+1,..,n).

Din (10) rezultd pentru retele conjugate relatiile

(48) T4+ Wi =0.

De aici deducem ci retele conjugate pot exista pe X2 numai dacd X, are torsiune.

In adevir, daci X, nu are torsiune atunci T4 = 0 si deci W2 = 0, adicd X? trebuie s fie
olonoma.

Vom obtjine retele conjugate particulare si varietiti X? corespunzitoare particulare, daca la
conditiile (47) addugim conditiile (42) sau (43).

BIBLIOGRAFIE

1. Gheorghiev Gh., Despre geametria intrinsecd a unui cdmp de vectori. St. si cerc. st. Acad. R.P.R.
Tagi, 1951, T. II, f. 3-4, p. 1-21.

2. Levi-Civita T., Nazione di parallelismo in una varietd qualunque e cansequente specificazione geo-
metrica della curvatura riemanniana. Rend. Circ. Mat. Palermo, 1917, T. XLII, p. 173-204.

3. Mayer 0., Etudes sur les réseauz de M. A. Myller. Ann. Sci. Univ. Jassy, 1927, t. XIV, f. 3-4, p.
169-204.

4. Myller A., Direziani concorrenti sopra una superficie spicate det punti di una curva. Rend. Accad.
Naz. dei Lincei, 1924, T. XXXIII, serie 5, sem. J, p. 339-341.

9



11.

. Myller A, Directions concurrentes dans une variété métrique a n dimensions. Bull. Soc. Math.

France, T. 56, 1928, p. 1-6.

. Pan T.K., Normal curvature of a vector field. Amer. J. Math. 74 (1952), p. 955-966.
. Roth M., 0 generalizare a notiunii de directii concurente in sensul academicianului Myller. Lucr.

ses. st. gen. a Acad. R.P.R din 2-12 iunie 1950, p. 321-334.

. Roth M, Studiul directiilor infasurdtoare intr-un spativ cu conexiune afind, St. si cerc. mat. Acad.

R.P.R., 1952, T. III, nr. 1-2, p. 123-233.

. Vranceanu Gh., Les espaces non-holonomes. Mém. des Sci. Math., f. 77.
10.

Yano K., On the torse forming directions in Riemannian space. Proc. Imp. Acad. Tokyo 1944,
20, p. 340-345.

Yano K. et Petrescu St., Sur les espaces métriques non-holonames camplémentaires. Disquisitiones
mathematicae et physicae, 1940, T. I, f. 1, p. 191-246.

10



