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In Nota de fati ne ocupim cu teoria suprafetelor in spatiul afin-axial parabolic, continuand
astfel studiul acestui spatiu inceput prin lucrarea [1] cu teoria curbelor.

Am definit spatiul afin-axial parabolic ca spatiul Klein simplu al carui grup fundamental este
grupul proiectiv care pastreazd un plan IT numit plan absolut si o dreapta A situata In acest
plan numit dreaptd absolutd sau azd. Dreptele si planele care trec prin axa spatiului le-am numit
respectiv drepte si plane aziale.

Pentru studiul suprafetelor in acest spatiu este avantajos s& alegem ca reper mobil un reper afin
(A, ey, e9,€3) pentru care vectorul ez este situat in planul axial prin A, iar segmentul determinat
de extremititile vectorilor e; si ey are mijlocul situat in acest plan. Migcarea unui astfel de reper
este data de ecuatiile
(1) d]\[:a}()jeja dei = Wij€j, (7-.],]{‘: 152:3>1
cu conditiile
(2) wip + Wa = wWig + Wy, Wi = Waa.

Ecuatiile de structura ale spatiului sunt

(3) Duwgi = [wok, whi), Dwij = [wik, W),

iar conditiile de fixitate ale unui punct M (z,, T2, 3) referit la reperul mobil sunt date de relatiile
4) dz; + wo; + Tpwr; = 0.

In relatiile (3) si (4) trebuie s& tinem seama de conditiile (2).

Fie o suprafata analitica ¥ datd fatd de un reper fix prin ecuatiile
(5) Xz = Xi(uvv)7
unde functiile X;(u, v) sunt analitice intr-un domeniu D de variatie a parametrilor u si v si satisfac
conditia
(6) Xlu - AX2u 7é 0 sau )(lv - X2v 7é 0:

care exprimé cd planul tangent la suprafata in fiecare punct nu este axial.

Familia reperelor de ordinul zero, adic# a reperelor cu originea A in punctele suprafetei, depinde
de doi parametri principali si sapte parametri secundari. Luand vectorii e; i e2 In planul tangent
al suprafetei fixdim doi parametri secundari si obtinem familia reperelor de ordinul doi, fata de
care suprafata satisface ecuatia

(7) Woz = 0.
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Diferentiind exterior aceasta ecuatie si tinidnd seama de ecuatiile de structura, obtinem, aplicand
lema lui Cartan

(8) w3 = Gowor + bawoz, was = bawor + Cawoz,

unde coeficientii ay, by, ¢, sunt de ordinul doi diferential.
Aceeasi operatie aplicatd ecuatiilor (8) ne da

day + as(wsz — 2wi1) — 2bowiz = —2azwor — 2bzwee,
dby + b2(w33 — W2 — wn) — Qowny — Cowrz = —2bswgy — 2b’3w02, 0(9)
pdCQ + ¢ (@’33 - 2(&'22) — szwgl = '—ngid(n — 203W02

si deci pentru o variatie datoritd numai parametrilor secundari obtinem

5&2 + a2(€33 — 2611) — 2b2612 = O,
(10) 6b2 + b2(€33 — €99 — 611) — Qg9€91 — C2€19 = 0,
(562 -+ C2(€33 - 2622) - 2b2€21 =0.

Aceste relatii ne conduc la ecuatiile invariante finite

(11) QQCQ—bgzo, as + 2by +co = 0,

si impreuna cu

(12) dwor = —e11Wor — €21Wo2, OWop = —€12Wo1 — €22W02,
la ecuatia invarianta diferentiala

(13) (IQ(,u‘gl + 2bowoiwos + nggz =0.

Ecuatia (13) di liniile asimptotice ale suprafetei iar ecuatiile (11) caracterizeaza respectiv supra-
fetele desfasurabile si riglatele cu plan director axial.

Excluzand aceste clase de suprafete putem fixa (in cazul analitic) trei din parametrii secundari
punand

(14) GQ:C‘QZO, b2:1

si obtinem familia reperelor de ordinul doi pentru care vectorii e; si e, sunt situati pe tangentele
asimptotice. Pentru aceste repere avem relatiile

woz = 0, w1z = w2, w23 = wo1, Wi2 = A3wWo1 + bawoz,
(15)
/ — ) ) N — K )
W11 + wyg — wsg = 2bswor + 2b5wer, war = bzwor + c3wos.

Obtinem de aici

[das + az(waz — 2wi1) + azblywos, wor] + [dbs — bswi1 + ws2 + bjwor, wee] = 0,
[dbg — bgwn + ws3s + b%wm, LU()l] + [dbé — bé(.uQQ + ws3g + bgwog, w‘()g] = 0,

[dby — baway + ws2 + b}?’woz, wor] + [des + c3(wir — 2was) + csbswor, woa] = 0.

Considerand apoi o variatie datoritd numai parametrilor secundari si tindnd seama de (2), gésim
relatiile

(17) (5(13 — ag€1] = 0, (Sbg — b3€11 +e31 = O, (Sbé - bgell + €31 = 0, (5C3 — C3€11 = 0.
Ele pun in evidenta ecuatiile invariante
(18) (13:0,C3:0,(13ﬁ263:0, b3—bg:0
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si invariantii finiti de ordinul trei

a c

1) e A
Tot relatiile (17), impreuna cu relatiile

(20) dwor = —enwoy, Owoz = —€11Wo2
ne dau invariantii diferentiali de ordinul trei

(21) $1 = a3Wo1, Y2 = C3Wo2-

Fatd de un reper de ordinul doi obtinem, din ecuatiile (15) si conditiile de fixitate (4), pentru
suprafata, dezvoltarea

1
(22) r=ay—3 (asz® + 3bsz’y + 3byxy” + c3y®) + (4),

iar pentru liniile asimptotice C}(wge = 0) si Ca(wo; = 0) dezvoltarile

y = 3 asz® + (3), T =1c?+(3),
(23) (C1) (Cy) )
z = asx® + (4), z=gesyt +(4),

Intersectand suprafata cu planul axial prin A obtinem curba axiala care are ecuatiile
1
(24) y=1x, z =21’ — g[a3+3(b3+bg)+03]$3+(4).

Cuadricele osculatoare, adica acele care au contact de ordinul doi cu suprafata in punctul A
formeaza o familie cu trei parametri data de ecuatia

(25)  z—ay+dzztuyz vt =0.

O cuadrica a familiei taie suprafata dupa o curba care are punctul A ca punct triplu cu tangentele
(26) -% (azz® + 3bsa’y + 3byzy® + czy®) + (A\z + py)zy = 0.

Directiile, pentru care aceste tangente sunt confundate, sunt directiile lui Darboux date de ecuatia
(27) asz® + c3y® = 0.

iar directiile conjugate lor sunt directiile lui Segre reprezentate de ecuatia

(28) azz® — czy® = 0.

Cuadricele osculatoare care taie suprafata dupa o curba, care are ca tangente in punctul A tan-
gentele lui Darboux prin acest punct, formeaza fasciculul

(29) z— 2y + bszz + bhyz +v2® =0,
numit fasciculul cuadricelor lui Darbouz. Locul centrelor acestor cuadrice este dreapta
(30) z="bz, y=bsz
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numita normala afind, iar centrul fasciculului de drepte conjugate axei fata de cuadricele Darboux
este punctul

1 1
— > —0
(31) P (bg —bs by— by )

situat in planul tangent, numit punctul azial. Acest punct, impreuna cu A, determind tangenta
conjugata tangentei axiale.
Fasciculul lui Darboux este taiat de planul axial prin A dupa fasciculul de conice

(32) y=a, 2 —° + (by + by)zz + v2* =0,
ale céror centre (polii axei) descriu dreapta

1 /
(33) z=y=7 (bs+b)z

pe care o numim normala afin-aziald parabolicd a suprafetei. Ea este in acelasi timp si dreapta de
intersectie a planului axial cu planul care trece prin normala afind si punctul axial.
Conicele din planul axial care au cu curba axiala contact de ordinul trei formeaza fasciculul

1
(34) y:x,z—$2+§{a3+3(b3+bg)+c3]xz+hz2:0
iar locul centrelor lor este dreapta
1
(35) x:yZE[a3+3(b3+b'3)+c3]z

numita normald afind a curbei axiale.
Parabola din planul tangent care are contact de ordinul doi cu asimptotica C; si este tangenta
planului absolut in punctul de intersectie al acestuia cu tangenta la asimptotica Cy are ecuatia

(36) azr® — 2y =0,
iar parabola analoga referitoare la C; are ecuafia

(37) eyt — 2z = 0.

Cele dou& parabole sunt taiate de tangenta axiala in A gi respectiv in punctele

(38) @ (2.20). @2 20).
) az das C3 C3

Ecuatiile invariante (19) conduc la urméatoarele clase de suprafete:

Suprafetele pentru care az = 0 sau ¢z = 0 sunt suprafetele riglate.
Suprafetele pentru care as + c3 = 0 se caracterizeaza prin una din proprietatile:

o ( familie de linii Darboux coincide cu familia liniilor axiale.

e Tangenta axiala taie parabolele (36), (37) in afard de punctul A in doud puncte Q; si @,
simetrice fatd de punctul A al suprafetei.

Suprafetele pentru care az — c3 = 0 se caracterizeaza prin una din proprietatile:
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e 0 familie de linii Segre coincide cu familia liniilor axiale.

e Tangenta axiald taie parabolele (36), (37) in afard de punctul A in doud puncte Q; si @2
confundate.

Suprafetele pentru care az = ¢3 = 0 sunt cuadrice.
Suprafetele pentru care by — by = 0 se caracterizeaza prin una din proprietatile:

e Normala afina trece prin axa spatiului.
e Punctul axial apartine planului absolut.

Fie acum P, si R; respectiv proiectiile lui P si Q; pe tangenta la asimptotica C}, paralele cu
tangenta la asimptotica Cs, iar P, si R, proiectiile punctelor P si @, pe tangenta la asimptotica
C,, paralele cu tangenta la asimptotica C;. Obtinem atunci pentru invariantii finiti interpretarile

AP, AP,
39 _o AN g 22
(39) h=275 B2=27%, .

Considerand apoi punctele A} si A} vecine cu A si situate respectiv pe tangentele la asimptoticele
C si C, obtinem pentru invariantii diferentiali interpretarile

AL L AL
ARl’ Y2 = 2P P AR,

Fixam acum unul din parametrii secundari ramasi punand

(40) ¢1=2p-pr

(41) bs + b, = 0,

ceea ce inseamna ca luam vectorul e; pe normala afin-axiald parabolica (33) a suprafetei.
Cuadrica osculatoare tangents planului absolut in punctul de intersectie al acestuia cu normala
afin-axiala parabolica are atunci ecuatia

(42) z—ay=20

si 0 numim paraboloidul osculator. Cu ajutorul lui putem da Inca doua proprietati caracteristice
pentru suprafetele by + b = 0 si anume:

e paraboloidul osculator apartine fasciculului lui Darboux;

e sistemul tangentelor la curba de intersectie a paraboloidului osculator cu suprafata in punctul
A este apolar eu sistemul tangentelor asimptotice prin acest punct.

Normala afin a curbei axiale taie paraboloidul osculator in punctul A si punctul

6 6 36
(43) U ( ) b 2) *
az+cs az+cs (az+c3)

Alegand acest punct ca punct unitate, deci punand

(44) as + C3 = 67
fixdm si ultimul parametru secundar si obtinem reperul canonic pentru care avem relatiile

w0 = 0, wiz = wWoz, w3 = wor, Wiz = (3+ a)wor + bwoo,

(45) wa1 = —bwoy + (3 — a)woz, w11 = Awor + pwo2, waz = Awor + P,

wiz = (A +v = 2)wor + (1 + p + 2b)wor, ws1 = wsz = owor + Twoz,
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unde

(46) a=28"%

1 b=bs, A=v+3+a+b p=p+3—-a-0>
Tinand seama de ecuatiile de structurd, obtinem din (45) ecuatiile
Duwoy = (b+ p)[wor, woz], Dwoz = (b — v)[wor, woz),
[da, wo1] + [db, woa] + [(B+ a)(b+ p) — 9+ a® — bv + o] wor, woa] = 0,
[db, wo1] + [da, weo] + [(3 — a)(v — b) — 9 + a® + bu + 7][wor, woe] = 0,
+ [dbT, wo2] + 2[o (b + p) + 7(b — v)][wor, woz] = O,
[dv, wo1] + [du, woo] + [b(p + v) = 0 + 7][wor, woo] = 0,
[db, wor] + [db, woo] + [b(ke + v) — 0 — 7][wor, woe] = 0,

[dO', wm]

de unde rezulta

Teorema fundamentala. Cele doud forme diferentiale invariante woy,wps tmpreund cu inva-
riantii a, b, u, v, 0, T legati prin conditiile (47) determind o suprafatd, prin intermediul sistemului
complet integrabil (1) cu coeficientii w;; dati de relatiile (45) pdnd la o transformare afin-aziald
parabolica. Sunt excluse suprafetele desfasurabile, riglatele cu plan director si suprafetele cu o
familie de linii Darbouz aziale.

Pentru suprafetele cu o familie de linii Darboux axiale (as + ¢3 = 0) si diferite de cuadrice,
putem fixa ultimul parametru secundar punand
(48) a3 =1
si deci c3 = —1. Aceasta inseamna cd luam ca punct unitate punctul de intersectie al paraboloidului

osculator cu paralela la normala afin-axiald parabolica dusa prin mijlocul segmentului AQ;. Pentru
reperul canonic astfel obtinut avem relatiile

woz = 0, wiz = wo2, Waz = wo1, Wiz = wWor + bwog,
(49) woz = —bwo — w2, Wi1 = Aot + M2, War = Vwor + pwog,
wag = (2v + 1 — blwor + (21 — 1 — b)woz, w31 = wap = oW1 + Twog,
unde \=v+b+1lsip=p—>b-1.
Din ecuatiile de structurii si aceste relatii obtinem
Duwoy = (b + p)wor, woz], Dwoz = (b — v)[wor, woz),
[db,wea] + (b+ p— bv + 1 + o)|wor, wee] = 0,

(50) [db. wm] + ( — v+ bﬂ + 1 + T)[Lo‘()l, wog] = O,
[dO’, wm] [dT WOQ] + 2[ (b + ,U) + T(b — I/)][Ldol, Wo2 = 07
[dv, wor] + [b( + v) + T — 7] wor, woe] = 0

si ecuatia finita

(51) pw+v=21-o0).

De aici rezulta ca cele doud forme diferentiale invariante wo;, w2 impreund cu invariantii b, i, o, 7,
legati prin conditiile (50) si (51) determina o suprafaté cu o familie de linii Darboux axiale (neri-
glate) pana la o transformare a grupului fundamental.
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