4 Asupra geometriei centro-afine a varietatilor
neolonome V!
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Cercetirile prof. O. Mayer asupra geometriei centro-afine a suprafetelor [2] si extinderea aces-
tora la cazul n-dimensional de citre prof. V. Vagner [6] ne-au sugerat ideea studierii varietatilor
neolonome V"~ [7] in spatiul centro-afin Cp,.

1. Fie in spatiul centro-afin C, de centru O si hiperplan absolut Q, o varietate neolonoma Vet
obtinuta alegand prin fiecare punct propriu M(z) € C, cate un hiperplan necentral II, numit
hiperplanul tangent varietatii V™' in punctul M. Analitic, varietatea V*~! poate fi datd de un
camp de covectori £ (z) care satisface relatia de incidenta

(1) Er=1.

Ea poate fi datd de asemenea prin n — 1 cAmpuri de vectori Aq(z), (a,b,c... = 1,2,..,n — 1),
determinate pana la o transformare de forma

(2) Ao = A% X,
cu
3) det(A%) # 0,

care satisfac conditia
(4) M A XA A Any AT A0

Covectorul € este legat de vectorii A, prin conditiile

—

(5) g -Xa = 07
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care exprim faptul ci vectorii A, () sunt paraleli cu hiperplanul tangent la V,*~1 in punctul M(z).
0datd cu varietatea V"1 va trebui si considerim si varietatea complementari ei V1, definiti de
snopul dreptelor centrale. Definind apoi n — 1 campuri de covectori 4 %(z) prin conditiile

(6) BT =0, 1Ay = 0g,

ele sunt determinate pana la o transformare de forma

a

™) pe' = A7

=

unde (A2') este inversi matricei (4%,). Daci facem notatia

®) F=Xn £=p

pe care o vom folosi uneori, relatiile (1), (5), (6) se pot scrie concis sub forma
(9) ﬁ‘ﬁ@ =05 (a,B,v...=1,2,...,n)

si ele exprimd faptul c& reperul centro-afin (O, A,) are ca reciproc (dual) coreperul (2, #4). Din

relatiile (9) rezultd imediat intre coordonate si relatiile
9) peN. =67 (i,4,k... = 1,2,...,n).

Pentru o deplasare arbitrara a punctului M(z) putem pune

(10) dr = waia
unde
(11) w® = pedzr.

Cand punctul M(z) se deplaseazi pe V"' avem

(12) W= €Edr =0
si deci
(13) dZ = WA,

Pentru o functie arbitrard F(z) de clasa C™ (m > 2) vom avea

(14) dF = §;Fdz* = 9;Fw* )\,
si punand

(15) 0,F = 9;F\!

deci

(15") 0 F = 0, Fus,
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rezulta
(16) dF = 0,Fuw°.

Pentru derivatele de ordinul doi ale functiei f obtinem formula de comutare

(17) 010 F = W’ZBaYF
unde
(18) W, = u;'a[aAg] = —8[0/1‘7“)\2].

—

Considerand vectorii derivati ai vectorilor reperului (O, A\,) putem scrie pentru ei urmatoarele
ecuatii fundamentale

(19) Bl = Aay Odp =TGN+ LT
O =7, Ophp=TAc+h0T
Tinind seama de relatiile (8) pentru coeficientii acestor ecuatii obtinem urmatoarele expresii

(20) TS, = KONy = Bkt SNy, TS, = M Ay = =Dl N,

(21) 2= § 0o =—0a€ Ny, hiyy = € On Ay = =0n Ao

Ei se transforma la o schimbare a vectorilor Xa de forma (2), dupd urmaétoarele legi
(22) I, = A% AL ASTS, + 0p AL A, TS, = AL ACTS, + 0,A5 AS
(23) hl = A% ALRY,, RNy, = AYRT,.

ab’
Din relatiile (22) rezultd ca I'¢, si ['¢, definesc doud conexiuni afine pe V;*"! §i anume prima
stabilegte corespondente afine intre hlperplanele tangente la V"' pentru deplasarl pe VP liara
doua pentru deplasiri pe V,!. Am putea considera ci si pe V,; avem doud conexiuni afine ai cdror
coeficienti sunt respectiv I'}, =0si I'n, = 1.

Din relatiile (23) rezulta ca h”, si h", sunt doi tensori pe V"' numiti tensori de curburd
euleriand. Primului 1i vom mai spune tensorul asimptotic.

Pentru derivatele covariante ale unui tensor care are de exemplu forma T;, avem pentru
deplasiri pe V! si pe V! respectiv formulele

(24) VoTye = 0aThe — TgTee — TaThe
si
(25) ViThe = 0Ty — TnpTee — i The + T

-
(deoarece ', = 1). Prin urmare ecuatiile fundamentale (19), tinand seama ca z = A, se mai pot
scrie sub forma

—Xe Vs =uhs— TGN, = 0T

8]

=0,

i%l

Va
(26)
Va

—0, Vido=8ho - TShe = h,7

8]

-
=0,z —

%21
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Din ecuatiile (26) din stanga obtinem, avénd in vedere (17) si (26), conditiile de integrabilitate
ViVyz = (W5 — Ty )/\ + Wiz = hy T,
(27) - 1 1 - 2
VinVyz = (W5 — 3 sz))\ +WhT = (hﬁbz - Xp)-

Tinand seama de (9), aceste conditii sunt eehivalente cu

1 1
(2) Wey = Ty W = Wy Wiy = 5 (05 = ), Wiy = I,

Ecuatiile (26) din dreapta ne dau mai intéi

— 1 — —
VieViAe = =5 Risehe + hgb]vnAc,

(29) ~ _
ViV he = szc VbA + s h",,v X
unde
1
5 abc = 3[arb + F[a\f‘ b]c - W abFWC §l
(30) ;
5 nbc = 8[nrb -+ F[n[f\F be - W nbre

sunt respectiv primul §i al doilea tensor de curburd ai varietatii V=1,
Ecuatiile (28) Impreund cu (26) ne dau acum conditiile de integrabilitate

ViVehe = —= Rf;bc/\ + Wy hlT = Vih T + Aahi,
(31) S L
VinViAe = — R;bcx 5 (hf. — hiphi )T = Vinhit,x — 5 A Ay,
echivalente cu
1 € € n n n n
_5 Rabc = 5[ahb]c’ h{ab]hnc = V[ahb]c,
(32) .
szbc = 6;73}7‘267 5 (thhZc - h?c) = Vlnhl?]c

De aici rezulta apoi

Roo = Ry = ~(n =2, Vo = Ripe = 207,
(33)
Rye=—RY,, = —(n—1)A"

nbc

nes VnC = szbc = th

Conditiile de integrabilitate a sistemului (26) sunt prin urmare conditiile (27) si (31) sau
echivalentele lor (28) si (32). Aplicdnd atunci teorema de existentd si unicitate sistemului (26)
obtinem:

Teorema fundamentald. Date coneziunile I',(x) §i I'G,(x) precum si tensorii b7, (z), k% (z) de
clasa C™ (m > 1) care satisfac conditiile de integrabilitate (28) si (32), existd in spatiul centro-afin
Cn o varietate neolonomd V*=! deerminatd pand la o transformare centro-afind pentru care aceste
obiecte sa fie respectiv coneziunile afine gi tensorii de curburd euleriand.

24



2. Fiecarui punct M din spatiul C, situat in domeniul de existentd a varietitii V,*~! putem si-i
asociem prin intermediul acesteia o corespondenta proiectiva intre multimea dreptelor A prin el
si multimea hiperdreptelor A (plane cu n — 2 dimensiuni) situate in hiperplanul TI(z) tangent
varietitii V"~ in M, definitd prin conditia ca fiecirei drepte A si-i corespundi caracteristica A a
hiperplanului tangent la V*~! pentru deplasarea in directia A. Aceastd corespondentd se numeste
polaritatea lui Pantazi [5].

Pentru a obtine ecuatiile ei consideram o dreaptd A prin M data de

— — —
(34) X =z +tu,
unde
(35) T = 1),

i luam un punct M’ pe ea vecin cu M, de vector de pozitie
- — —
X =z +dtu+..
Hiperplanul tangent in M’ la V,"~! are ecuatia

(€ +d€ +.)(X —(F+dtu+..)) =0

unde

dE = D€ W = 9, € uldt.

Un punct M* din hiperplanul tangent II(z), dat de vectorul

—

—
(36) X =z +1v% )\,
apartine hiperplanului tangent in M’ daci si numai daca satisface conditia
(—€u+ 0, \put®)dt + ... = 0.

Impartind aceastd ecuatie cu dt si ficaAnd apoi dt s& tind4 la zero, obtinem, tinind seama de (20)
g (21), ecuatia

(37) A u® + u™ = 0.

Ea reprezintd in hiperplanul tangent II(x) tocmai hiperdreapta A corespunzitoare dreptei A in
polaritatea lui Pantazi. Scriind ecuatia unei hiperdrepte din planul tangent la V,"~! sub forma

(38) p’ +pn=0
obtinem, comparand cu (37), pentru polaritatea lui Pantazi, ecuatiile
(39) pps = hgyu®, ppn = u".

Daci dreapta A apartine hiperplanului tangent la V*71, deci

25



din ecuatiile (39) rezulta
pn = 07

adica si hiperdreapta corespunzétoare ei trece tot prin M. Prin urmare polaritatea lui Pantazi
induce o proiectivitate intre multimile dreptelor si hiperdreptelor tangente la V*~! in M, dati de
ecuatiile

(40) pPs = hgyu®.

Hiperdreapta A corespunzitoare dreptei A in aceastd proiectivitate se mai numeste si unilateral
conjugata dreptei A.

O dreapté A care are proprietatea ci apartine hiperdreptei A unilateral cunjugati ei se numeste
tangenta asimptoticd a varietitii V"1,

Tangentele asimptotice satisfac deci conditia

(41) A utu® = 0.

O curba a varietatii, tangenta in fiecare punct la o asimptoticd, se numeste linie asimptoticd.
Liniile asimptotice ale varietatii satisfac deci sistemul

(42) w" =0, h%w® =0.
In cele ce urmeaza vom exclude varietatile parabolice, adicd vom presupune

(43) det(hg,) # 0.

Hiperdreapta, corespunzatoare in polaritatea lui Pantazi dreptei prin centrul OM o vom numi
hipernormala centro-proiectiva a varietatii. Ea are in hiperplanul tangent ecuatia

(44) hEo® 41 = 0.

Dreapta corespunzatoare in polaritatea lui Pantazi hiperdreptei absolute QI1 o vom numi
normala afina a varietdtii. Parametrii ei directori u?, verificd sistemul

(45) wput = 0.
Considerand tensorul A% reciprocul lui h7%, definit de ecuatiile
(46) R, RO = §¢ sau AR = §¢
si introducand tensorul
(47) B = By,
din ecuatiile (45) obtinem
(48) u® = —h"u".
Prin urmare, ecuatia normalei afine este
(49) X =7 +t(F - he ).

Planul determinat de normala afina prin A si centrul spatiului se numeste planul canonic.
El taie hiperplanul tangent in M dupi o dreaptd numita tangenta canonicd a cérei directie este
data de

(50) u® = hi*, u" =0.



Hipertangenta unilateral conjugata ei o numim hipertangenta canonica si ea are in hiperplanul
tangent ecuatia

(51) hau® = 0.

De aici rezultd ca hipertangenta canonicé este paralela cu hipernormala centro-proiectiva.
Considerand invariantul

(52) h = hi,hg" = hy,ha bt

obtinem pentru el urmatoarea interpretare geometrica

OP

(53) h=5p

unde P gi @ sunt respectiv punctele de pe normala afina gi hipernormala centro-proiectiva coliniare
cu centrul O al spatiului. .

3. Punand

(54) ga = aag = _habub

pentru derivatele covectorilor £ si £, obtinem ecuatiile

— —

aag = Lo, aagb:.fsbgc'i—hgbg?

(55) —

871& = h%ngc - 57 angb = Fnbécv
unde
(56) T%, = —0uEoAh™™, Ty, = 8, €50,

Se constatd ca Ty, si ffw sunt conexiuni afine pe V,"! transformandu-se la schimbarea (2) dupa
legile (22). De altfel pentru ele obtinem expresiile

(57) Toy =T, + WV hi, Ty = T8 + h" VR — 6F.
Aceste relatii pot fi scrise respectiv sub forma

(58) vﬂh?b)c = aﬂhgc - T1‘2612?6 - FZchge =0,
Vahly, = Onhit, — Tophl, — Techp, + A =0
de unde rezultd ca conexiunile T, —fzb sunt conjugate in sensul lui Norden [4], respectiv conexiu-
nilor I'¢,, T'%,.
Pentru relatiile (57) sau (58) putem obtine si o alta interpretare geometrica.
Consideram izomorfismul intre spatiul tangent la V,*~! si dualul sau, definit de ecuatiile

(59) up = hol.
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Putem scrie atunci

Voup = Voh(y v + Vauehy,

(60) _
Vaup = Vnh?b)cvc + V,v°hE.
de unde rezulta

Teorema 2. Conditia necesard i suficientd ca transportul paralel al vectorilor covarianti in
. =c ,=b . . . .4 . o U .

conexiunea Iy, (T',) si al vectorilor contravarianti in coneziunea I'S, (T%,) sd pdstreze izomorfismul

(59) este ca cele doud coneziuni sd satisfacd conditiile (58).

4. Unui camp de vectori v*(t) pe V;»~! definit de-a lungul unei curbe C C V*! data de ecuatia
(61) T =2z(t)

putem sa-i asociem un camp de vectori si unul de covectori in spatiul C, prin relatiile

Il

(62)

v g,
v €,.
2

lg <|

De aici, tindnd seama de ecuatiile fundamentale (26) si (55) putem scrie

dv Vot > Wt
. TRy /\a+hcbd—tvx,
(63) w oo, §

= = % g AR =S he

dt dt > bedt 2,

de unde rezulta

Teorema 3. Conditia necesard si suficientd ca directiile v*(t) sd fie paralele de-a lungul curbei C
in conexiunea IS, este
~ = dv
64 T ANV AN—=0
(64) 7

Teorema 4. Condifia necesard si suficientd ca directiile v®(t) sa fie paralele de-a lungul curbei C
N . €
in coneziunea I este

dw
65 Aw A —=0.
(65) EAwNG
Considerand acum
v =w®

avem mai intai

dz = WA, d€ =wE,
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si apoi

—

d?z  Vuw® < Wb owe

—‘:—_“—Aa hg, —__l
. a2 a et T
6
( ) d2§ V,W.a b wc
T a et w S

De aici rezulta

Teorema 5. Conditia necesard si suficientd ca curba CCV*™! sd fie geodezicd in coneziunea TS,
este
— =
-~ dz d°z

67 halndiy el
(67) x/\dt/\dtz 0

L v . . v —_ v AR . =C
Teorema 6. Conditia necesard si suficientd ca curba CCV,*™! sd fie geodezicd in coneziunea Iy,
este

de  d¢
8 A= —o.
(68) Enmg Nl

Din relatiile (67) si (68) rezulta ca geodezicele In conexiunea IS, sunt curbele varietatii, situate
in plane centrale (sectiunile prin plane centrale) iar geodezicele in conexiunea T, sunt curbele
varietitii, situate pe hipercilindrii tangenti acesteia (curbele hipercilindrice).

5. Printre varietétile V;*~! particulare remarcam:

a) Varietatile pentru care h[rflb] = 0. Ele sunt varietati olonome, adica familii uniparametrice
de hipersuprafete. In adevir conditia ca V™! s fie olonoma este

Ww" A Dw™ =0,
unde prin D am notat simbolul diferentierii exterioare. Dar
n n 1 n n
w" A Du™ = —5 Wap = —hie)

gi deci V7! este olonoma dac# si numai dacd tensorul hf}, este simetric.

b) Varietatile pentru care hfab) = 0. Ele se caracterizeaza prin una din proprietatile:

e sunt total geodezice in raport cu conexiunea I'¢;;

e sunt total geodezice in raport cu conexiunea Tyy;

e au liniile asimptotice nedeterminate.

c) Varietatile pentru care h?% = 0. Ele sunt familii uniparametrice de hiperplane gi sunt va-
rietatile comune celor doua clase precedente. Se mai caracterizeaza prin proprietatea ca:

o primul tensor de curbura este nul, Rf,, = 0.
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d) Varietdtile pentru care h, = 0. Acestea sunt varietati Titeica [1], [3] relative la centrul O
si hiperplanul Q si excluzind varietdtile parabolice obtinem pentru ele si urmatoarele proprietati
caracteristice:

hipernormala centro-proiectivé apartine hiperplanului absolut €2;
al doilea tensor de curburi este nul, R, = 0;

vectorul Ay, = 0;

normala afind trece prin centrul O al spatiului Cy;

hiperplanele tangente de-a lungul unei drepte centrale sunt paralele.

Varietétile Titeica eliptice (adici pentru care forma patraticd hew®w” este definitd) se mai
caracterizeazd si prin proprietatea ca:

invariantul A = 0.

Observam deci ci o clasi mai generald decat a varietatilor Titeica de centru O si hiperplan Q
este constituita de varietatile pentru care h = constant.
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