3 Sur les espaces a connexion centro-affine.

C. R. Acad. Sc. Paris,
t. 260 p. 6272-6274 (14 juin 1965).

1. Soit V, une variété différentiable de classe C* et £ une section sur ’espace fibre T'(V;) des
vecteurs tangents & V. La section £ nous permet alors de définir sur 'espace vectoriel tangent
Tw en chaque point M de V, une structure d’espace centro-affine avec le centre dans le point O
déterminé par la condition MO = —£ et nommé le centre local. Les reperes affines (O, R), ou
R = (_El) (o, B,7,... = 1,2,...,n) seront nommés les reperes centro-affines relatifs au point M,
associés a la section €. L’ensemble C(€,V},) de tous les repéres centro-affines relatifs aux divers
points M de V, peut étre organisé comme un espace fibré principal de base V,, nommé 1’espace
fibré principal des repéres centro-affines associé a la section & sur T(V;). Le groupe structural de
cet espace fibré sera le groupe centro-affine de ’espace a n dimensions.

Nous appelons connezion centro-affine sur V,, une connezion infinitésimale sur l'espace fibré
principal C(,Vy) associé a une section & sur T(Vn).

Etant donné un recouvrement de V,, par des voisinages ouverts U, munis de sections locales sur
C(&,Vy), une connexion centro-affine sur V}, associée a la section &, peut étre définie en donnant

en chaque voisinage U une 1-forme différentielle wy & valeurs dans l’algebre de Lie du groupe
centro-affine. Cette forme sera representée localement par une matrice nxn

1) wy = (w§)

dont les éléments sont des 1-formes différentielles sur U. Lorsque M € UNV et

(2) RM = R} AV,

la condition de cohérence

(3) wy = ApVwp AY + Ay dAY
doit étre satisfaite.
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2. Dans le recouvrement donné sur V,, faisons correspondre aux sections locales sur C (€, V;,)
les sections locales sur 'espace fibré principal E(V},) des repéres linéaires, définis par les reperes
—

formés avec les mémes vecteurs E,. Alors & la connexion centro-affine considerée sur V,, nous
pouvons associer d’une maniere naturelle la connexion linéaire sur V;, donnée par la 1-forme

(4) Ty = Wy
Cette connexion linéaire ne dépend pas du recouvrement donné et nous pouvons énoncer le résultat
suivant.

Une connexion centro-affine sur V, est uniqguement determinée par la donnée d’un champ de
vecteurs contravariants € et d’une connezion linéaire w sur V.

3. A une connexion centro-affine (§{,w) sur V,, nous pouvons associer d'une maniere naturelle
une connexion affine sur V,, au sens de Lichnerowicz [1]. Elle peut étre définie dans le recouvre-
ment donné par la connexion linéaire w et la 1-forme vectorielle, contravariante caractéristique [2]
® = V€ ou V est le symbole de la différentiation absolue relative a w.

Une connexion affine associée d’une maniére naturelle & une connexion centro-affine sur V,,
peut étre caractérisée par I'une des propriétés suivantes:

a. Elle admet un champ de points O dans les espaces tangents a V,, qui sont absolument
correspondants dans la connexion.

—_—
b. 1l existe sur V,, un champ de vecteurs contravariants MO = —¢& absolument concourants
dans la connexion, au sens de A. Myller [3].

c. Le groupe d’holonomie non-homogeéne ®(V,,) conserve un point O de l’espace tangent & V/,.

4. Considérons le développement d’un espace & connexion centro-affine V, le long d'une courbe I'
de V}, sur ’espace centro-affine tangent dans un point My € I'. Les repéres centro-affines (O, R)
des sections sur C(£,V,) seront représentés par les repéres centro-affines (O,r) avec r = (€,), de
I’espace tangent, qui satisfont aux equations de mouvement:

(5) dO =0, dr = rdwg(dR).

La courbe T' et les repéres linéaires correspondants (M, R) seront représentés respectivement par
une courbe v et une famille de reperes (m, ) satisfaisant aux equations de mouvement

—
(6) dm = rVEg(dR), dr = rwgr(dR).

Pour que les vecteurs tangents & I' et y en M, coincident il faut et il suffit que
(M) VE=0,

ol 6 = (6%) est la 1-forme du corepere dual du repere R.

18



Nous appelons une connexion centro-affine qui satisfait & la condition (7) sur toute V,,, con-
nexion centro-affine normale. En coordonnées locales, une connexion centro-affine normale sur V;,
se caractérise par la condition

(8) Vs = 03.

Une courbe I de 'espace & connexion centro-affine sera une géodésique centrale ou non-centrale
si elle se développe sur ’espace centro-affine tangent dans un de ses points My, sur un segment de
droite centrale ou non-centrale. En utilisant un parametre affine, les géodésiques centrales seront
données par

vee
9 =&
© LY.
et les géodésiques non-centrales par
V? é-a
10 =

En particulier, si ’espace V, est & connexion centro-affine normale, les géodésiques centrales
seront les trajectoires du champ de vecteurs €.

5. La 2-forme de torsion pour une connexion centro-affine étant donnée en coordonnées locales
par

(11) T® = d(VE%) + wsAVEP

nous obtiendrons pour le tenseur de torsion l'expression

(12) QTQMS = _Raﬁ'yégB'

On en obtient & l’aide de (8) les résultats suivants:
— Un espace & connexion centro-affine sans courbure est localement affine (T'%.,;=0, R®3,5=0).

— Un espace & connexion centro-affine normale est symétrique (V.7%,;=0, V.R%z,s = 0)
seulement s’il est localement affine.

— Un espace & connexion centro-affine normale est un espace de Ricci (V. T, =0, V.Rg, =0)
seulement s'il est Ricci special (T, =0, Rg, = 0).

6. Par des considérations duales nous pouvons introduire les espaces a connexion cocentro-affine
et l'on obtient des résultats analogues. Par exemple, une connexion cocentro-affine sur V, sera
définie par une connexion linéaire w et un champ de vecteurs covariants n sur V,,. A une telle
connexion on peut associer d’'une maniére naturelle une connexion coaffine (4) determinée par la
méme connexion linéaire w et la 1-forme covariante caractéristique g = V.
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