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Introduction. Par un espace @ connezion métrique projective nous entendons un espace & con-
nexion projective qui admet un champ de hyperquadriques conservé par la connexion ou, cequi
est la méme chose, par le groupe d’holonomie. Ces espaces ont été introduits par E. Cartan [2]
et étudiés en détail par O. Veblen [8], J.A. Schouten [7] et autres, en liaison avec les théories
relativistes unitaires projectives, et puis par E. Bortolotti et V. Hlavaty [1]. Leur étude a été
reprise par, S. Sasaki et K. Yano [5], Gh. Vrinceanu [9] et plus récemment par S. Sato [6].

Dans ce travail nous reprenons 1’étude de ces espaces quand la connexion est symétrique et
les hyperquadriques sont non-dégénérées et ne contiennent pas les points de contact des espaces
tangents avec la variété & connexion. On déduit par une voie simple et unitaire une série de
resultats connus et on dévellope ensuite la théorie des variétés plongées dans les espaces a connexion
métrique projective.

Espaces 4 connexion métrique projective. Considérons une variété différentiable V,, et
douons l'espace tangent en chaque point x de V, avec la structure d’espace projectif. Dans
chacun des espaces tangents on donne une hyperquadrique non-dégénérée qui ne contient pas le
point x de V,,. Nous considérons encore sur V;, une connexion projective et prenons comme reperes
préférentiels les repéres projectifs (AgA;...An) qui satisfont aux conditions suivantes:

a) Ap coincide avec le point z de contact de V;, avec ’espace tangent;

b) A; (i,5,k = 1,2,...,n) sont les points ol les tangentes aux lignes de coordonnees coupent
I’hyperplan polaire de x par rapport & I’hyperquadrique du champ;

c) Les points A, (o, 3,7 = 0,1,...,n) sont normés par la condition que le déplacement de Ag
soit donné par I'expression

(1) dAg = prdz* Ay + dz' A;.

1l reste alors seulement la possibilité de changer la normation des points A® en les multipliant par
le méme facteur A,

(2) A, = M,.



En posant encore

(3) dA; = ﬂ,«,?jdxkAo + 'y,icjdxkAi,

on voit qu’au changement (2) py et Yij s€ transforment d’apres la loi

(4) Pe =P+ Oklog A, Ao; = Yog» Akj = Vi + 020k log .
Avec la notation

(3) Yeo = Ok + 05 Pk

on constate que les quantités

(6) I =18 — 63p,

nommées les parametres de la connexion projective, sont invariantes au changement (2).

A une transformation reguliere de coordonnees sur V,,, py et ng se transforment respectivement
comme un covecteur affine et un tenseur covariant affine du deuxiéme ordre et I'y; comme les
parametres d’une connexion affine.

Considérons le champ d’hyperquadriques donné par les équations

(7) Ga@XQXS = 0 (Goo 7é 0, det ||GagH # 0)
et posons
Ga@
8 a8 = C
(8) Jas =€ -

oll ¢ # 0 est une constante arbitraire. On en déduit d’apres les conditions a) et b)

e
(9) : goo =16, goi =0, gij =c @i
00

Les quantités g;;, invariantes au changement (2), se transforment & un changement de coordonnees
sur V,, comme les composantes d'un tenseur affine covariant.
En vertu de a), les équations (7) du champ d’hyperquadriques prennent la forme

(10) c(X%)? + gy X' X7 =0 (c #0, det|lgy]l # 0).
Soit C une courbe différentiable de V,, définie paramétriquement par les équations
(11) 7t = 7(t)
et un champ différentiable de points dans les espaces tangents & V,, le long de C, donné par
(12) X = X%t).

Les points de ce champ sont correspondants relativement a C' et & la connexion projective donnée
sur V, si leurs coordonnees satisfont au systeme différentiel
DX* dX© dz*

= — 4T — X? = pX°.
& A P

(13)
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Par D nous avons noté le symbole de la différentiation absolue relativement a la connexion pro-
jective ['g;.

Les hyperquadriques du champ (10) sont correspondantes dans la connexion projective I';; le
long de C si la condition

d ayBy
(14) 7 (925X X5) =0

est verifiée pour tous les champs de points X%(¢) qui satisfont a (10) et (13).
Par suite, nous devons avoir

Dgos  dgas dz* dz* dz*
15 AN N i T, = g = "
(15) dt a ke g 98~ Tks g 9a0 = Tk G G

On en déduit que la conuexion projective conserve le champ d’hyperquadriques (10) si le tenseur
gap et les parametres I'¢; de la connexion sont liés par les conditions

(16) Digas = Okgas — Tadrs — Digdar = Tkas-
D’apres d) et a) il en résulte pour « = § =0
T =0
et par suite les équations (16) prennent la forme
(17) Digas = 0.

On en déduit pour a =0, 3=

1
(18) F?j === G
c
et poura=i, B=j
(19) Viij = Okgij — Tigej — Fijgif =0,

ol V est le symbole de la différentiation absolue relativement a la connexion affine F};j.
En supposant la connexion projective symétrique, on obtient de (9)

> o)

¢’ est-a-dire les parametres chj coincident avec les symboles de Christoffel pour le tenseur g;;.
Nous avons donc

Théoreme 1. FEtant donné un champ d’hyperquadriques sur Vy, par les équations (10) il existe
une connerxion projective de parametres:

o 1 : ;
(21) o= 08 Ty = == g Ty = {5}
g
qui conserve le champ de ces hyperquadriques [1].

Nous avons obtenu aussi le résultat
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Théoréme 2. A la connerion métrique projective conservant le champ d’hyperquadriques (10)
on peut associer une connezion riemannienne définie par le tenseur g;;. Réciproquement, étant
donnée sur V, une connexrion riemannienne par le tenseur g;; et une constante ¢ # 0, les relations
(21) nous donnent les paramétres d’une connerion métrique projective qui conserve le champ
d’hyperquadriques (10) [1].

Nous appellerons la polarité définie par une hyperquadrique (10) polarité absolue et la connex-
ion riemannienne définie par g;;, associée & la connexion métrique projective (21) qui conserve le
champ d’hyperquadriques (10).

Une courbe C C V,, est géodésique pour la connexion projective I'f5 seulement si elle satisfait
aux équations

a2zt i dzd dz* dzt
(22) PR Ty

et par suite, d’aprés (21), il en résulte

Théoréme 3. Les géodésiques d 'une connexion métrique projective coincident avec les géodésiques
de la connezion riemannienne associée.

En ecrivant les équations (1) et (3) sous la forme
(23) dA, = WP Ag
et en posant
(24) S = dw§ + WA, QF — 0500 = Ri®jpda’Ada?,

nous obtenons, d’apreés (21), pour les composantes du tenseur de courbure et torsion R;a, les
expressions

1 .
(25) RZO 0 R ik — 0 R7]k - 'j - E O[’;g]]lh
ou
(26) Fz]k - a[l k + F w,F

est le tenseur de courbure pour la connexion riemannienne associée. Le tenseur affine R;‘jk sera
appelé le tenseur de courbure de la connexion métrique projective.
En supposant la connexion projective (21) normale, c’est-a-dire

(27) Rjk = Rij =

d’apres (25) il vient
(28) Lje = Fﬁjk = o
et par suite

Théoréme 4. Si la connezion métrique projective qui conserve le champ d’hyperquadrigues (10)
est normale, alors la connezion riemannienne associée est de type Einstein. Réciproquement,
étant donné un espace d’Einstein de tenseur métrique g;; et courbure scalaire k # 0, en posant

n(n —1)

(29) c=—>r
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les équations (21) donnent les paramétres d’une connexion métrique projective normale qui con-
serve le champ d’hyperquadriques (10) [5], [9].

En supposant que la connexion projective (21) est projective euclidienne, c’est-a-dire
(30) R =0,
alors, d’apres (25) il vient

1
c

(31) Fihjk = 5f§gj]k

et nous obtenons le théoréme suivant:

Théoréme 5. Sila connezion métrique projoective qui conserve le champ d hyperquadriques (10)
est projective euclidienne, alors la connezxion riemannienne associée est de courbure constante.
Réciproqguement, étant donnée sur V,, une connexion riemannienne de tenseur métrique g;; et
courbure constante K # 0, en posant

(32) c= %

les équations (21) nous donnent les paramétres d’une connezion métrique projective qui est pro-
Jjective euclidienne [1], [6].

Les géodésiques de la connexion métrique projective et de la connexion riemannienne associée,
étant les mémes, les deux connexions sont simultanément projectives euclidiennes et par suite
nous avons

Théoreme 6. Une connexion riemannienne projective euclidienne est de courbure constante et
réciproquement toute cannezion riemanniene de courbure constante est projective euclidienne [10].

Variétés plongées dans un espace & connexion métrique projective. Considérons dans 'espace
V, & connexion métrique (21), une variété V,,,, donnée par les équations
(33) ' =z'(u?), (a,b,c=1,2,...,m),

dans lesquelles les fonctions z%(u?) sont reguliéres de la classe nécessaire et satisfont a la condition

(34) rang [|z5 | = m
ol
(35) Tl = 0,1

A chaque point = de V,, nous associons le repére (By, By, Bp) (p,q,7 = m + 1,m +2,...,n)
défini par les relations

(36) By = Ay, By =1.A; B, = n;Ai,
ol nj) sont n — m vecteurs affines linéairement indépendants, qui satisfont au systéme
(37) gijxfln; =0.
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Ce systeme détermine les vecteurs n; jusqu’a une transformation linéaire

(38) ny, = chn},
et
(39) det Hcﬁ,” # 0.

Par suite, il définit par chaque point z € V,,, un n — m-plan qui est 'union du point = avec

le n — m — 1-plan polaire au m-plan tangent & V,,,, en z, dans la polarité fondamentale. C’est

le n — m—plan normal & V,,, en z dans la métrique riemannienne associée. L’ensemble de ces

n — m~plans normaux quand z décrit V;,, définit une variété non holonome V,2=™ normale a V,,.
En différentiant les relations (36) on obtient d’apres (1) et (3)

dBo = pkd.kao + d(L‘ZAl,
(40) . dB, = zinp;da* Ay + (daf + ~vi,dakad) A,

dB, = ning,dz* Ao + (dn}, + i, daknd) A;.

Mais comme sur V,,

(41) da' = zidu®,
en posant

0 _ kG0 A0 _ .k 5.0 _ ko j
(42) Vba = xb%%ya Vop = fbn;“rkj, Gba = TyT Gk

il résulte de (18) et (37)

(43) Yab =~ Gabs Ypg = 0
En posant encore
(44) Pa = Thpi

nous pouvons écrire les équations

dBy = padu® By + du®B,,

1

(45) dB, = - Japdu® By + 7S, du’ B, + kY du’B,,

dB, = hg‘pa’ubBc + 7’Zpdube.
En les comparant avec (40), on obtient
) Bah + Vipadzf = A5xl + hiyni,

Oanly + 2ipxink = hpxl 4+ k.

Si nous posons maintenant

(47) Yab = Lap + Paly, 73y = Ty + Pady
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les équations (46) peuvent se mettre sous la forme

8) Vazj = 0,2} + Thyxlay — Douat = hiyn
Vand, = 0,0, + Thazink — T4 nk = he e ',‘:

ap-gq

On voit aisément que les quantités

(49) 9pq = GigN p q7 (det llgpqll # 0)
sont les composantes d’un tenseur covariant du deuxiéme ordre par rapport aux transformations

(38).

En considérant alors les réciproques des (z%, n?) notées avec (z$,n7) et donnees par
prog b My 5

(50) 2§ = 28 g:9%, nd = nlgig®

on obtient des équations (48)

(51) re, = F;k:rfszxf + 250,y T, = F’kxa snd + nfdynl,
et
(52) hy, = Vaain?, hb, = Veniz!.

On voit aisément que I'S, sont les parametres d’une connexion affine symétrique sur V,,. En ce qui
concerne I'Z ) ils se transforment & un changement de coordonnees sur V;, comme les composantes
d’un vecteur covariant et a un changement (38) des vecteurs n;, selon la loi

(53) e, =T%,0hC8 +8,C5CY.

ap~'p’

Is sont par suite les parameétres d’une connexion affine sur V;»~™. Enfin h?, et hgp se transforment
au changement des coordonneées sur V,, et des vecteurs n;, comme des tenseurs affines mixtes. Nous
les appelons les tenseurs de courbure eulerienne pour Vy,.

En dérivant covariant les dernieres relations (42) on obtient d’apres (19), (48) et (37)

(54) Vegar = 0.
Mais les I'¢, étant symétriques, il en résulte
(55) Too = {4},
Aussi, par dérivation covariante, les relations (49) nous donnent, d’apres (19), (48) et (37)
(56) Vegpg = 0.
En considérant maintenant les quantités

(57) =35, &

o =07z, €, =don,

i 'py
nous pouvons écrire les relations (36) sous la forme

(58) By = €§Aa, By =epAa, (A p,v=0,1,....,m).
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Il en résulte, d’apres (1) et (3)
(59) By = (de + 1%da'ed) Ag, dB, = (ded +dz'e]) Aq
et en les comparant avec (45) on obtient les équations
De§ = 9qe5 + ')’%xfle‘z — anes = hhyes,

(60) .
Ded = 0,65 + Yi5xhep — Vs = hopee

P ap©c
oll nous avons posé
(61) Yoo = G2 + 8Pa, hijp =0.

Si nous faisons la transformation
(62) 5= ?ﬂ — 03Dis 7/g>\ = FZ/\ — dg\Pas 7217 = TZP - 5;?7]9“’
les équations (60) prennent la forme équivalente
- ,
Doe§ = 0qe$ + Tyaiel — Thyex = hiep,

(63)

D,ed = 0,5 + Taten — T yep = hg el

Considérons un point M de l’espace tangent & Vi, en z. Nous pouvons écrire
(64) M = X%A, = Z*By + ZPB,
et d’apres (58) il en résulte
(65) X = 72§ + ZP€.
Alors I'équation de Phyperquadrique (10) par rapport au repére (B, B,) prend la forme
(66) A(Z°)? + g Z°Z° + gpg 272 = 0.
T en résulte que cette hyperquadrique coupe le m-plan tangent & V;, selon la m — 1—-quadrique
(67) o(Z°? + g Z2°2° =0
et le n — m—plan normal en z & V;, selon la n — m — l-quadrique
(68) c(Z°) + gpgZP 27 = 0.

Soit maintenant C une courbe reguliere de V;,, représentée paramétriquement par les équations
(69) u® = u’(t)
et M(t) un champ de points dans les m-plans tangents a Vp, le long de C donné par
(70) 7> = ZM1).

Les points de ce champ sont correspondants dans la connexion projective induite sur V,,, de
parametres

1 c ¢
(71) Dl =02 Ty =~ ga Tar= {5},
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seulement g'’ils satisfont au systeme

A A a
(72) DZT _dZ7 | du

Ly TS
dt p

Mais pour les points situés dans les espaces tangents & V},, nons avons d’apres (65)
(73) X = Z7%%
et par suite en tenant compte de (63) il vient

DX> DZz*
74 _ 77 o p Z)\
(74) 7 & + gx

a
du! o

dt 7’

Donc les points M (t), correspondants dans la connexion projective de V,,, satisfont aux relations
caractéristiques

DX« du®
=pX* 4 hP Z2e2.
7 p. + e

(75) aX dt p

Nous avons par suite.

Théoréme 7. Pour que tes points d’un champ, situés dans les espaces tangents a Vi, le long de
C, soient correspondants dans la connexion projective induite sur Vi, il faut et il suffit que les
points obtenus d’eux par dérivation absolue soient contenus dans n — m-plans déterminés par les
points du champ donne et les n —m — 1-plans correspondants auz m-plans tangents a V,,, dans la
polarité absolue.

En posant
(76) Iau = GaseSen,
on obtient d’apres (17), (37) et (63)
(77) D.gr. = 0.

Par suite, pour tout champ de points Z*(t), correspondants le long de CCV;, dans la connexion
projective induite, on a d’apres (72)
d

T (g Z Z") = 2pgau 22 ZH.

1T en résulte
Théoréme 8. Une connezion métrique projective symétrique (21) sur V,, qui conserve le champ
d’hyperquadriques (10), induit sur V,, une connezion elle aussi métrique projective symétrique (71)

qui conserve le champ de m — 1-quadrique (67) d’intersection du champ d’hyperquadriques (10)
avec les m-plans tangents a Vj,.

Nous avons aussi

Théoréme 9. A la connezion métrique projective (7T1) sur Vi, est associée la connezion rieman-
nienne définie par gup, induite sur Vy, par la connezion riemannienne de V, déterminée par g;;,
c’est-a-dire associée & la connexion métrique projective (20) sur V.
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En notant par C, et C, respectivement la connexion projective et la connexion riemannienne
et par i et a les opérations d’induction et d’association on a le suivant diagramme commutatif

Considérons maintenant le long de la courbe C' C V;,, réprésentée par les équations (69), un
champ de points N(t) contenus dans les n — m-plans normaux a V, le long de C, donné par

(74) ZP = Z°(t) (p,o0,7 =0,m+1,...,n).

Les points de ce champ sont correspondants dans la connexion projective induite sur V,.™™, de
parametres

(75) %, =6, T, =0, I'Y, = Iyzinkn? + nfd,ni,

s’ils satisfont au systeme

Dze  dze du®
7 =94 e T Az°.
(76) i@ e ?

Mais pour des points situes dans les n — m—plans normaux a V,, nous avons
(77) X =ZPe}

et par suite en posant, d’apres (63)

(78) D,efy = 8(16‘; -+ F?ﬂieﬁ — nge?,‘ = hfme?
ou
(79) hSy = 65,

on obtient pour le champ de points (74)

DXe DZzr du®
_ a c VAS
7 e €, + h €

(80) ap F{ c

Il en résulte pour un champ de points (74) correspondants dans la connexion de V,2~™, les relations
caractéristiques

" a
DX® _sxepne B goea

(81) dt W dt ¢

et par suite
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Théoréme 9. Une condition nécessaire et suffisante pour que les points d'un champ situés dans les
n —m-plans normauz a V,, le long d’une courbe C C V,,, soient correspondants dans la connexion
induite sur V™™ est que les points obtenus de ceuz-ci par dérivation asbolue soient contenus
dans les m-plans déterminés par les points du champ donne et les m — 1-plans d’intersection des
m-plans tangents a V,, avec les hyperplans polaires auz points de C' dans la polarité absolue.

Considérant le tenseur

(82) Jor = gaﬁegef
on obtient, d’apres (17), (37) et (78)
(83) Dygor =0

et par suite, pour tout champ de points Z,(t), correspondants dans la connexion projective de
V=m le long de C' C Vj,, on déduit en tenant compte du systeme (76),

i (gcr‘erZT) =2)gor 2° 27 .

(84) o

On en obtient le résultat

Théoréme 10. Une connezion métrique projective (21) sur V,, qui conserve le champ d’hyper-
quadriques (10) induit sur la variété non holonome V,2™™, normale d V;,, une connerion métrique
projective (75) qui conserve le champ de n —m — 1-quadriques (68) obtenues par l'intersection des
h’yperquadriques (10) avec les n — m—plans normauz a Vp,.

Des relations (56) et (75) on obtient

Théoréme 11. A la connerion métrique projective (75) sur V2™™ est associée la connerion
métrique affine T, relative au tenseur ggp, induite sur Vi™™ par la connezion riemannienne de
Vo définie par g;;.

En notant par Co(V;n™) la connexion métrique affine de parametres '}, sur V.27 nous avons
le diagramme commutatif

Cpl(V) ——2—C1(Va)
Cp(Va™™) = Ca(V™™)

Si nous considérons comme systeme fondamental d’équations pour une variété Vi, plonvée
réguliérement dans V,, 'ensemble des équations (35) et (48) dans les fonctions inconnues z*, z, n;
alors ses conditions d’intégrabilite seront les suivantes

p?

V[aaf{}] = Flab =hiy
(86) Vi Vyah = fjkx zlzk - T9, 2l =V hb np —l—hd AN ]Cacfj,

V[avb]n =% kx :rbn —T?% n

abp™ q

=V, hbpx +ha‘ ‘hc]png

41



Ici

(87) be = Ol e + TiajeiThier Tosp = Ol + T T

[alr|

sont respectivement le tenseur de courbure riemannienne de V,, et le tenseur de courbure métrique
affine de V2 ™.
Par la multiplication avec z¥ et nf, les conditions (86) prennent la forme équivalente

— P _
F[Cab] - 0’ h[ab] - O’

(88) Ik ahaojalel — T4, = h Linthe Tinsezizeny = Vidhy,,

“ka:axl’,x nf, = Vighg,, | L aink o — Ty, hfa‘cihc]p’
Des relations (57) il résulte )
(89) 2l = 8ied, nb = 04€n

et par suite nous pouvons considérer aussi comme équations fondamentales pour V,, en V, a
connexion métrique projective, 'ensemble des équations (35) et (63) dans les fonctions inconnues
Ty, €3, eg. Alors leurs conditions d’integrabilité seront

Dyeejy = F[Aab]e;\ = h’[’ab}e;

(90) DioDyes = ijx wbef Riyen = D[ahb A€q T h[a\p[hb])\eﬁ’

D, Dyey = Rz a:]e —R% ¢

abp€q = D[ah" ey +h[a})\\hb1p .

Dans ces équations interviennent les tenseurs de courbure et torsion projective de V,,, et V,*~™ qui
ont respectivement les composantes

1
(91) R()],\bo = 07 Rg - 0 Rabc = Fth: - E 6[Cflgb]0
et
(92) Repe =0, Rgbp =0, Rgbp ngp‘

R.%,. et R,%, seront appelés les tenseurs de courbure métrique projective de Vp, et V,2™™.
En multipliant les eqnations (90) par les quantités (e, el ) réciproques de (e2, €2), on obtient
les conditions équivalentes
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A P
e = 0, Higgy

B J B.p
(93) Rzmx xbe)\ — Ry = h \p| » RipT LThexel = D[ahfw
A A i
RS 5, xb ea = Diohy,, Rfjﬂ:rlargegeg - h[awh
Les relations entre (%, e5) et (xt é), les parametres des connexions métriques projectives et les

parametres des connexions riemanniennes associées, les tenseurs de courbure métrique projective
et les tenseurs de courbure riemannienne associés de V;,, Vi, et V,7™™ nous conduisent aisément au
résultat

Théoréme 12. Les équations fondamentales (35), (63) et leurs conditions d’intégrabilité (93),
pour Vy, plongée dans V, a connezion métrique projective, sont équivalentes respectivement aux
équations fondamentales (35), (48) et leurs conditions d’intégrabilité (88), pour V,, considerée
plongée dans V,, avec la connezion riemannienne associée.

En tenant compte que la connexion riemannienne, associée a une connexion métrique projective
sans courbure et torsion, est de courbure constante, on déduit du théoréeme precedent que le
probleme du plongement d’un espace a connexion métrique projective symétrique dans un espace
a métrique projective se réduit au probléme déja étudié [3], du plongement d’un espace de Riemann
dans un espace a courbure constante.

Les équations fondamentales et leurs conditions d’intégrabilité étant établies, on peut étudier
diverses questions sur les variétés plongées dans I’espace & connexion métrique projective. Sans
nous arréter sur ces questions nous finissons avec les remarques suivantes:

Pour R;; = 0, on obtient de nos considérations la théorie des variétés d'un espace & connexion
métrique projective normale et d'un espace d’Einstein.

Pour Rfjk = 0 on obtient la théorie des variétés d’un espace a métrique projective et d’un
espace de courbure constante.

Enfin, en faisant ¢ — oo et en supposant que g;; restent finis, on obtient la théorie des variétés
d'un espace de Riemann, d’Einstein spécial et d’Euclide respectivement pour R;; # 0, R;; = 0 et
R¢

ik =
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