6 Sur certains espaces a connexion centro-affine
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1. Soit V,, une variété différentiable de classe C'®, munie d’une connexion centro-affine normale

[1], représentée en coordonnees locales par le vecteur de structure £*(z) et la connexion linéaire
o - s

', (z), liés par la condition

(1) V% = 469.

Le vecteur de structure £%(z) permet de définir sur I’espace vectoriel tangent Tas en chaque point
M de V,, une structure d’espace centro-affine avec le centre dans le point O déterminé par la
ey -

condition MO = —¢§. La connexion linéaire ', (z) déterminé une correspondance centro-affine
entre les espaces centro-affines tangents a V}, le long de chaque courbe (¢) & 'aide du systéme

dxe dx?  dz®

(2) +Ie X8 — 4+ —

dt ' dt dt

ou X sont les coordonneées d'un point quelconque dans 'espace tangent.

Les conditions d’intégrabilité pour le systeme (1) donnent

=0,

(3) 5.7 +28% =0,

ou Rf . ; et S5 sont respectivement les tenseurs de courbure et de torsion pour la connexion
linéaire TG, [2].

Des équations (1) il résulte que les trajectoires du champ de vecteurs £ sont des géodésiques
cetrales, c’est-a-dire des courbes qui se développent dans la charte sur I’espace centro-affine tangent
en un de ses points, sur un segment de droite qui passe par le centre de cet espace.

Nous appelons mouvement dans ’espace & connexion centro-affine V,,, une transformation qui
conserve le vecteur de structure £* et la connexion linéaire I'j,. Donc, un champ de vecteurs v*
détermine un groupe uniparamétrique de mouvements sur 'espace V;, a connexion centro-affine
(§2,1'§,) si et seulement si
(4) L& =0, LT§, =0
ou L este le symbole de la dérivée de Lie.

Dans ce qui suit nous allons établir quelques propriétés des espaces a connexion centro-affine
normale qui sont doués en plus d’une structure métrique, symplectique, complexe ou kahlerienne,
conservée par la connexion.
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2. Considérons sur la variété V, a connexion centro-affine donnée, une métrique donnée par le
tenseur g,s, qui este conservée par la connexion, c’est-a-dire

(5) V. gas = 0.
Dans ce cas, la relation (1) est équivalente a

(6) 9as = Vals
et par suite on obient le

Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connexion métrique soit centro-
affine est qu’il existe sur V, un champ de vecteurs £, tel que le tenseur métrique soit égal a sa
dérivée covariante.

De (1) et (5) on obtient, en dérivant ’expression
) €2 = gosee?
la relation
(7) 260 = Va(€?)
et par suite nous avons le

Théoréeme 2. La 1-forme w = &,dz® définie par le vecteur de structure, dans un espace a
connexion centro-affine métrique, est exacte.

De la relation (7) il résulte que le vecteur &, doit satisfaire a la condition
(8) €.55, = 0.
De (6) et (7) on obtient pour g,s l’expression
9) 2005 = VaV5(£%),

c’est-a-dire, le tenseur g,p est égal & la dérivée covariante du deuxiéme ordre d’une fonction
scalaire. Réciproquement, si nous avons

GaB = vavﬁfv
ou f satisfait & la condition
Vafsg'y = 07
alors, en mettant
ga = Vafv

on obtient (6) et par suite la connexion métrique est centro-affine.
Nous avons donc le

Théoréme 3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connezxion métrique sur V, soit
centro-affine est qu’il existe sur V,, une fonction scalaire f telle que le tenseur métrigue soit égal a
la dérivée covariante du deuziéme ordre de f.
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En écrivant la relation (7) sous la forme

(10) V=22,
§

on remarque que le vecteur Vo€ est unitaire, c’est-a-dire
(11) IOV aEV4E = 1.

Des relations (9), écrites sous la forme

(12) 0o = VafVsE + EVL Ve
on obtient

—1
(13) A€ = g°PV, Ve = 2 -

Les relations (13) et et (7) donnent, en appliquant le théoreme de E. Hopf

Théoréme 4. Une connexion linéaire qui conserve une métrique positivement définie sur une
variété compacte ne peut pas étre centro-affine.

En considérant maintenant la fonction

1
(14) =1
on obtient de (11) et (12)
(15) Ap =0,

c’est-a-dire nous avons le

Théoréme 5. Dans un espace & connezion centro-affine métrique la fonction ¢ = 1/6"2 ou £
est la longueur du vecteur de structure, est une fonction harmonique.

Dans le cas d’un espace euclidien ce résultat nous conduit a la solution élémentaire de I’équation
de Laplace.

Considérons maintenant la famille des hypersurfaces £ = const. De 1'équation (11) il résulte
que les hypersurfaces de cette famille sont géodésiquement paralléles et que & est 'arc sur les
géodésiques normales. En supposant les hypersurfaces de la famille représentées localement par
les équations

(16) * = 2%(u% ), (a,b,c,...=1,2,..,n—1),
on obtient de (12) pour le tenseur métrique des hypersurfaces
(17) Gab = ga,aiff;xf = §VQVB§1'2‘T§7

ol
(03 Q
o = 0,x%.

Le vecteur unitaire normal aux hypersurfaces de la famille est d’apres (10)

(18) N = - = Vaf



et par suite pour le tenseur asymptotique des hypersurfaces on obtient

Yab
(19) hap = —Vangzlal = —V,Vsalzy) = —%-
11 en résulte que tous les points des hypersurfaces sont ombilicaux. La courbure moyenne est
donnée par ’expression

n—1
3

et par suite toutes les hypersurfaces de la famille sont & courbure moyenne constante.

Réciproquement, supposons que la variété V, a connexion métrique admet une famille de
hypersurfaces géodésiquement paralléles formées par des points ombilicaux, dont le vecteur normal
satisfait a la condition

(20) H = ¢®hg, = —

(21) neSg, =0

et la courbure moyenne est donnée par ’expression (20), o1 € est ’arc sur les géodésiques normales.
Alors, de (21) il résulte que le tenseur asymptotique est symétrique. Puis, { étant l’arc sur les
géodésiques normales et la courbure moyenne étant constante et donnée par (20), on obtient les
relations (18) et (19).

En écrivant le tenseur métrique de V;, sous la forme

(22) Jop = gabxix,bs + Nang,

otl (2%,n4) est le repére réciproque au repere (z3,n®) il résulte de (19) et (18) la relation (9) et
par suite la connexion considerée sur V,, est centro-affine. Nous avons donc le

Théoreme 6. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connexion métrique sur V, soit
centro-affine est que V,, admette une famille de hypersurfaces géodésiquement paralléles formées
par des points ombilicauz, tels que leur vecteur normal satisfasse a la condition (21) et la courbure
moyenne soit constante et donnée par (20), ot & est arc sur les géodésiques normales.

Dans le cas particulier oli la connexion est symétrique on obtient un résultat de P. Shirokov [5]
relatif aux espaces de Riemann qui admettent un champ de directions absolument concourantes
au sens de A. Myller.

En supposant la connexion I'§, symétrique, c’est-a-dire riemannienne, de (6) on obtient

(23) g Gap = QV(agﬁ) = 29ag

et par suite le vecteur de structure £* engendre un groupe uniparamétrique de homothéties.

Réciproquement, soit V;, un espace & connexion riemannienne qui admet un groupe de ho-
mothéties engendré par un champ de vecteurs n* de sorte que la 1-forme 6 = n,dz® soit fermée.
Alors des équations

(24) é‘, Jop = 2V (aM3) = 2¢gap (c = const. # 0)
et
(25) Viang =0
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on obtient
CGag = Vanﬂ

et par suite la connexion considérée sur V,, est centro-affine. II en résulte le

Théoréme 7. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connezion riemanmenne sur V,
soit centro-affine est que V,, admette un groupe uniparamétrique de homothéties engendré par un
champ de vecteurs n, qui détermine une 1-forme 6 = n,dz® fermée.

Considérons maintenant un espace de Riemann qui admet un groupe uniparamétrique de
homothéties & trajectoires géodésiques. A c6té de (24) nous avons alors

(26) Van’n® = Xp.
De (24) et (26) on obtient
2V (0’ = 2Vangn®n’ = 2ap” = 2ip?
et par suite
(27) A=c.
Cela étant, nous avons de (24) et (26)
(28) Va(n?) = 21,

c’est-a-dire la 1-forme 6 = n,dz® est exacte et d’apres le théoreme 7, la connexion est centro-affine.
Donc nous avons le

Théoréme 8. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connerion riemannienne sur
Vi, soit centro-affine est que V,, admette un groupe uniparamétrique de homothéties a trajectoires
géodésiques.

3. Soit une variété différentiable V5,, & connexion centro-affine douée d’une structure presque sym-
plectique définie par le tenseur antisymétrique et non-dégénéré F,g. Supposons que la connexion
conserve la structure presque symplectique, c¢’est-a-dire

(28) V., Fap = 0.
En considérant le vecteur
(29) € = Fopt®

que nous appelons associé au vecteur de structure £%, la relation (1) peut s’écrire sous la forme
équivalente

(30) Fos = Vas
et par suite nous avons le

Théoréme 9. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connezion presque symplectique
sur Vo, soit centro-affine est qu’il existe sur Vo, un champ de vecteurs &, de sorte que le tenseur
de structure F,5 soit égal a sa dérivée covariante.
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De (30) il résulte que le vecteur &, a sa dérivée covariante antisymétrique. Pour trouver
une interprétation géométrique de cette propriété, considérons une géodésique arbitraire sur Van
représentée localement par les équations

(31) z® = z°%(s)

oll s est son arc affine. Nous avons alors

d (- dz°® - dz® dz®
(32) a & 7;) = Vel 35 g

On obtient le

Théoreme 10. Une condition nécessaire et suffisante pour que dans un espace 4 COMNETION
affine la dirivée covariante d’un vecteur €, soit antisymétrique est que son produit scalaire par le
vecteur tangent a toute géodésique, défini par l'arc affine correspondant, soit constant le long de
la géodésique.

En supposant maintenant la connexion I'§, symétrique, de (28) il résulte que V5, est & structure
symplectique, c’est-a-dire la forme quadratique extérieure

1
(33) F= 3 F,3dz®Ndz?

est fermée.
Dans ce cas de (30) on obtient

(34) F= % V(agﬁ)dl’a/\dlﬁ =

(35) T = €, dz°.
11 en résulte le

Théoreme 11. Si une connezion centro-affine symétrique sur Va, est symplectique, alors la forme
quadratique extérieure associée a la structure symplectique est ezacte.

Dans le cas de la cannexion I'§, symétrique on obtient encore de (30)

(36) »g Fa@ = QV(QZ[}) = 2Fa,ﬁ

et par suite le champ de vecteurs £ engendre un groupe uniparamétrique de homothéties sym-
plectiques.

Réciproquement, s'il existe sur V, & connexion symétrique et symplectique un champ de
vecteurs 7* qui engendre un groupe de homothéties symplectiques, c’est-a-dire

(37) L Fop =2V 475 = 2cFyp (¢ = const. # 0)
n

tel que la dérivée covariante du vecteur associé 7j* soit antisymétrique, on obtient
(38) cFop =2V,

et d’apres le théoreme 9 la connexion considerée est centro-affine. Il en résulte le
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Théoréme 12. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connezion symétrique el sym-
plectique sur Vo, soit centro-affine est que Vs, admette un groupe de homothéties symplectiques
tel que la derivée covariante du vecteur covariant associé au vecteur qui engendre le groupe soit
antisymétrique.

De la relation (9) il résulte encore le

Théoréme 13. Siun espace d connexion symétrique symplectique admet un groupe de homothéties
symplectiques, alors la forme quadratique exterieur associée a la structure symplectique est exacte.

4. Considérons une variété Vs, a connexion centro-affine normale douée d’une structure presque
complexe définie par le tenseur F? qui satisfait & la condition

(39) FPF) = —5).

Supposons la structure presque complexe conservée par la connexion, c¢’est-a-dire

(40) V.,F?=0.

Dans ce cas, en considérant le vecteur

(41) £ = Fge

nommé le vecteur conjugué au vecteur £%, la relation (1) prend la forme équivalente

(42) F$=V,&
et par suite nous avons le

Théoréme 14. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connezion presque complexe
. . . -

sur Vo, soit centro-affine est qu’il existe sur Vo, un champ de vecteurs & tel que le tenseur de

structure F? soit égal @ sa dérivée covariante.

Les structures presque complexes qui satisfont & la condition (42) ont été introduites par
Y. Muté [3] dans le cas particulier des variétés kiahleriennes et retrouvées puis dans le cas général
par L. Sato6 [4].

En vertu de (42) nous avons
(43) Val € = FE

ce qui nous donne le

Théoréme 15. Sur une variété presque complexe Vo, a connexion centro-affine, les trajectoires
—a e . P o

du champ de vecteurs & , ou & est le conjugué du vecteur de structure €%, sont des courbes planes

holomorphes.

Des mémes relations (42) on obtient aussi
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=B =6
(44) Vo €% =¢
et par conséquent nous avons le

Théoréme 16 Sur une variété presque compleze Van & connexion centro-affine, la direction
du vecteur €, conjugué au vecteur de structure £, se transporte par parallélisme le long des
trajectoires du champ de vecteurs £°.

En supposant la connexion I'§, symétrique, des relations (40) il résulte que la structure presque
complexe sur V, est complexe [6] et en vertu de (1) et (42) on obtient

(45) LF?=0, LF?=0.

Par suite on a le

Théoreme 17. Sur une variété complexe Vo, @ connexion centro-affine le vecteur de structure et
son conjugué sont des vecteurs analytiques.

Dans ce cas de (1) et (42) on a aussi

(46) [E,E]:géz—

m
7axy]
Il

11 en résulte, compte tenu de (45), le

Théoreme 18. Sur une variété compleze Van d connezion centro-affine le vecteur de structure et
son conjugué engendrent un groupe abélien a deux paramétres de transformations qui conservent
la structure complexe de la variété.

5. Supposons maintenant la variété V5, a connexion centro- affine symétrique douée d’un structure
kihlerienne définie par les tenseurs gog et Fig qui satisfont aux conditions

(47) FPF) = 6}, gasFoF] = gss.

Considérons la structure kithlerienne conservée par la connexion, c’est-a-dire
(48) vaa,@ = 0, VvFa,g =0.

Dans ce cas, nous avons encore sur Va, une structure symplectique, conservée par la connexion
k) 2n )
définie par le tenseur

(49) Fop = Fl g,
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Nous obtenons des résultats établis dans les paragraphes précédents pour le vecteur de struc-
ture le

Théoréme 19. Sur une variété a connexion centro-affine symétrique et kihlerienne, le vecteur de
structure £% engendre un groupe uniparamétrique de homothéties riemanniennes et symplectiques
qui conservent la structure compleze de la variété.

Pour le vecteur £ conjugué & £ nous avons les relations
(50) L£9o5=0, LFs3=0
3 13

et, compte tenu des paragraphes 3 et 4, on obtient le

Théoréme 20. Sur une variété a connexion centro-affine symétrigue et kihlerienne le conjugué
- . Ve . . .

& du vecteur de structure £* engendre un groupe uniparamétrique de mouvements riemanniens,
symplectiques et centro-affines, qui conservent la structure compleze de la variété.

Les théorémes 19, 20 et la relation (46) nous donnent le

Théoréme 21. Sur une varété a connezion centro-affine symétrique et kihlerienne le vecteur
de structure et son conjugué engendrent un groupe commutatif & deuz paramétres de homothéties
riemanniennes et symplectlques qui conservent la structure compleze de la variété.

Soit maintenant sur une variété kahlerienne Vs, un champ de vecteurs n® et son conjugué 7°.
Nous avons alors

(51) {73 9as = 2V(ag), L Fop=—2V(anp
n

ol1 V est le symbole de la dérivée covariante dans la connexion définie par les symboles de Christof-
fel pour le tenseur métrique g,3. De ces relations et des théoremes 7 et 12 nous obtenons les
résultats:

Théoréeme 22. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une connexion symélrique et
kihlerienne sur Va, soit centro-affine est qu’il existe sur Vo, un champ de vecteurs n* qui en-
gendre un groupe de homothéties riemanniennes et dont le conjugué * engendre un groupe de
mouvements symplectiques.

Théoréme 23. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une connexion symétrique et
kahlerienne sur Va, soit centro-affine est qu’il existe sur Vo, un champ de vecteurs n® qui engenflre
un groupe de mouvements riemanniens et dont le conjugué T* engendre un groupe de homothties
symplectiques.
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