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1. Soit Vy une variété différentiable de la classe C> douée d’une structure définie par un tenseur
non-dégénéré g;;. Cette structure sera nommée g.m.-structure ou g.a.s.-structure selon que gj;) = 0
ou gu;) = 0 (donc N = 2n). Nous appellerons g-structure n’'importe quelle de ces deux structures.

Toute g-structure détermine un isomorphisme de l'espace tangent T,,(Vy) sur son dual 7, (Vy)
pour chaque p € Vi par les équations

= g’
M i = gy
Considérons V,, douée d’un couple ordonné de connexions affines (', G).

Défintion. On dit qu'un couple de connexions (I, G) est compatible & une g-structure si en trans-
portant par parallélisme sur une courbe arbitraire de V' un vecteur quelconque v9 par rapport & la
connexion (G, son image u; par g, se transporte par parallelisme sur la méme courbe, relativement
a la connexion T,

En utilisant 'opérateur de la dérivation covariante mixte [4], un couple de connexions (T, G)
compatible & une g-structure peut étre caractérisé de la maniere suivante:

Théoreme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un couple de connezions (I', G) soit
compatible a une g-structure est

(2) Vigij) = 0.

Compte tenu que

Vi) = Okgis — Thigng — Gisgin
et que la g-structure est g.m. ou g.a.s.-structure il résulte d’apreés (2) les équations équivalentes

(3) Vg = 0.
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Théoréme 2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un couple de connexions (I',G) soit
compatible & une g-structure est que les équations (3) soient satisfaites.

Des équations (2) et (3) il résulte que l'ordre des connexions I', G dans le couple (I, G) n’est
pas essentiel.
On peut remarquer que les équations (2) ou (3) sont équivalentes a n’'importe quelle relation:

(4) G;'li = F?i + gkhngki, F;Ii = G?i + gkhngm)(i),
oll g*" est le tenseur défini par les équations
(5) gkigkj = gikgjk = 5;

De (4) on obtient les résultats:

Théoreme 3. Les équations (4,) ou (42) caractérisent un couple de connexions compatibles a une
g-structutre.

Théoreme 4. FEtant donnée une connexion affine I' et une g-structure sur Vy il existe une

connezion affine G uniquement déterminée de sorte que le couple (I', G) soit compatible a la g-
structure donnée.

Nous pouvons caractériser le couple de connexions (I', G) par la connexion moyenne v et le
tenseur de déformation 7 définis par

1
(6) ”/Z =3 (G;Iz + F?z‘)-, T]hi = G?i - F?i'

D’apres (4) nous avons

7 h Fh 1 kh Gh, 1 kgv _ khv _ Ichv

(7) V=it Y Vigri = Gj; + 5 9 Vg, T = 97 Vigki = —9 Vg )
Remarque. Des équations (7;) il résulte que 'opérateur considéré par M.Obata [3]

1
h h kh
AI“]-i = Fji + § g ngki
satisfait a la condition

AF?i = ",]hz

qui réprésente une interprétation géométrique de cet opérateur.
Nous utiliserons dans la suite les tenseurs suivants associés a une g-structure [3]

1. oo 1
®) O = 5 (6508 = gig™), O = 5 (0708 + girg™).

Ils possedent les propriétés

9) Q+*Q =466, QQ=0Q, 'Q=0, QA2 =0, "UQ="Q.
En utilisant (6), de (3) et (4) il résulte:
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Théoréme 5. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un couple (I',G) soit compatible d
une g-structure est que les équations

m ..
— ji 6 _
(10) Vigij =0, Q75 =0
soient satisfaites.
Comme applications nous chercherons le cas ou le couple (I' ?Z,FZ) est compatible & une
g-structure. La connexion moyenne v étant la partie symétrique de la connexion I, il s’ensuit
d’apres (10;) que celle-ci est riemannienne ou symplectique si la g-structure est métrique ou

presque symplectique [5]. Le tenseur 7 de ce couple coincide avec le tenseur de torsion de la
connexion I'. Par suite nous avons le

h

Théoréme 6. Une condition nécessaire et suffisante pour que le couple (I'};, FZ) soit compatible

a une g-structure est que les relations
v ji ot ho_ Tk
Vigi; = 0, QL = 0, (v =)

soient satisfaites.
Comme une conséquence de ce théoreme nous avons le

Théoréme 7. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une g.a.s.-structure sur Va, soit
symplectique est qu’il existe une connexion F?i de sorte que le couple (F?I Ff’]) soit compatible avec
cette structure.

2. Le probleme de la détermination d’une g-structure compatible a un couple de connexions (T, G)
donnees peut étre résolu de la méme maniere que le probleme similaire pour une F-structure,
considéré dans [1].

Nous considérons dans la suite le probleme de la détermination de tous les couples de con-
nexions (I, G) compatibles & une g-structure donnée sur Vy. Cela revient a la détermination des
couples d’objets géométriques v, T qui satisfont a (10). Mais d’aprés [3] et [5] la solution pour (10)
est donnée par

° 1 1
v =T% + 5 9"V i1 + 3 Uy,

(11)

~h __ x()shy/r
T3 — Qir‘js

©
ot la connexion I'f; et les tenseurs U7, V', son arbitraires.
I en résulte, compte tenu de

o]
NS

que le couple (I', G) est donné par



1

A AR 5 6" Vg + QU - 3 *fox;g
(12) )

Gh =I'h + 5 9"V igki + QSW + = *Qf,hV]Z

Par suite, si Fh] est une connexion quelconque et Uh Vi h sont deux tenseurs arbitraires sur Vi,
les formules (12) donnent tous les couples de connemons (T, G) compatibles avec la g-structure
donnée. Nous allons montrer que (12) représente la solution générale du probleme méme si la

o
connexion I'’; est fixée. En effet, soit

Th _2h h
I'% =0+ Aj
D’apres un calcul simple on obtient

= 1 .
9"V g = 5 9"V gk — QAT

o=

d’out
1

1, e L
Fh +5 9"V ¥ 0 = hit g 6 Vign + QAL

° 2
Par suite, la transformation I' —T en (12) modifie additivement le tenseur arbitraire U. Nous
avons donc le

Théoreéme 8. Tous les couples de connezions (T, G) compatibles a une g-structure donnée sur Vy

o
sont contenus dans les formules (12) ot les tenseurs U, V sont arbitraires et I' est une connexion

fizée.

3. Nous allons chercher la liaison entre deux couples de connexions (I', G) et (T',G) compatibles
& une g-structure fixée. Si les deux couples correspondent respectivement aux couples de tenseurs
(U, V) et (U,V) alors en mettant

hooQh T h
- (R VA

Ji Ji ji

PL=T,
on obtient de (12)

w=h 1 s T ]' *
T;= I“;.lz. + 3 Q%thjs ~3 Off s
(13)

—h 1 h 1 x)sh

Gji = G?z + 5 er ]3;5 + 5 er ;s'
Réciproquement, si (I', G) est un couple compatible a une g-structure donnée et P, Q) deux tenseurs
du type (1,2) alors le couple (T', G) donné par (13) est compatible avec la g-structure donnée. En

effet, en substituant en (13) les expressions (12), on obtient pour le couple (T, G) des relations de
la forme (12). Ainsi nous obtenons le
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Théoreme 9. La plus générale transformation des couples de connexions compatibles d une g-
structure fizée sur Vy est donnée par les formules (13) ou les tenseurs PZ et Q;’, son arbitraires.
Remarque. On voit aisément que les transformations des couples de connexions compatibles a
une g-structure forment un groupe 7 et qu’il existe un homomorphisme naturel du groupe additif
G des couples de tenseurs (P]'z ;lz)) sur le groupe C, le noyau duquel est formé par les couples
(P, Q) doues de la propriété

(14) QP =0, *QQ, =0.

Pour la connextion moyenne + et le tenseur de déformation 7 on obtient de (13)

, 1 ‘
(15) ¥ 7’73}114"2' fojjjrs? /:h = T]g+*Qf:l ;s'

l7e — i

Remarques.
1. La connexion moyenne -y est invariante si P]’; satisfait a la condition (14;) et 7 est invariant
quand Q?i vérifie la relation (14).

2. De (151) et (89) il résulte
(16) *Q%ﬁ?i = *fom“r;i

il ~h

et par suite l'objet géométrique *Q2} ,~}; est un invariant du groupe (13).

3. De (16), il résulte en particulier que

=h _ .k
(17) Vin = Vjho
c’est-a-dire A,'J’-'h est aussi un invariant pour les transformations (13).

4. Nous considérons dans la suite un sous-groupe du groupe (13) déterminé par le probléme
suivant:

Etant donnees les connexions I', T et une g-structure sur Vi, on doit déterminer les connexions
G, G de sorte que les couples (I, G) et (', G) soient compatibles avec la g-structure donnée.
D’apres (4) les connexions G et G sont données par

o —h =h e
(18) G;'li = F?‘ + gkhngkiv sz’ = rji + gkhngkz‘-

7

Pour déterminer les relations entre les couples (I, G) et (T, G) nous mettons

= ph o AR Ak h
(19) U, =05+ R}, G;=Gj5+5)
11 résulte alors de (18)
(20) S]’?Z- = —gkhg”-R;k.
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En substituant en (19) nous obtenons

—h e
T, =T+ QR + QM Ry

(21) A e
Gy = G + Qi Ry — "Qi Ry
Ces relations s’obtiennent de (13) pour

Pl =~ = R

Un cas particulier remarquable s’obtient de la maniere suivante.
Considérons la transformation projective particuliere

R h h
T, =T+ Uyoh
et de (20) on obtient

—h 1,1
G = G;-’Z- ~3 b‘jéih 3 gjigkhUk~

En effectuant ensuite la transformation projective
h h ch
G = Gj; + V505,
de (20) il résulte
| 1 ,
Iy=T- 3 Vjéz"l -3 szighkvk-

Le produit de ces deux transformations est la transformation remarquable

=h 1 1 I
(22) Ty = Tl + Uyl — 3 Viop — 3 959" Vi,

—h 1 . 1 :

Gy = Gl + V0 — 3 U7 — 3 95i9" Ug.

Pour ces transformations on trouve le tenseur invariant

(23) D";Z = 7';; — (5;’7’Z - 26;17']' — gijgkh'rk
ol !
_h _ o~k s _h
Tii = Gji — Fji et Tj = -—‘—2(]\-+ 1) Tik:

On obtient aussi pour (22) 'objet géométrique invariant

(24) 77;'11' = ”]hz - 5;'1%' + 959"k
ol ) .
h o Th h
Vi = 3 (Gji +Tj3) et vi = N

(Nous prenons le signe ”+" dans le cas presque-symplectique et ”—" dans le cas métrique.)

Remarque. En faisant h = ¢ en (23) on obtient

h __
Di = 0.
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5. Nous allons donner une application simple de la théorie précédente a la détermination des
couples de connexions (I', G) compatibles & une structure définie par un tenseur général g;; pour
lequelles les tenseurs a;; = g(;;) et by; = gj;) sont non-dégénérés. Dans ce cas nous exigerons que
la condition de compatibilité soit donnée par les équations

(25) Vigi =0, Vigay; =0

qui sont équivalentes aux équations

(26) Vka(,-)j = 0, kamj =0.

La structure définie par a;; étant métrique et celle définie par b;;, presque symplectique, compte
tenu du théoreme 8, on obtient pour (26;) et (26,) respectivement les solutions générales

*Qshyr

1
Fh 5 Sfir T gsy

o 1 TR 1 -
ho=Th + 5 a7 jag; + 3 ijUJTS -

r ! eh o 1 1 *()S
Gy =T} + 5 a™ Vjau + 5 QUL + 5 "0V,

_ o 1 o 2 1 5T 1 * 17
F; :F?i + 3 peh V jbri + B O;-ijs D) Oisrhvgs*

—h ° 1 b e 1 75T 1 * -
G =T 5 V"V b+ 5 O35, + 5 " O3V .

o
Ici ' est une connexion fixée, U,V,U,V sont des tenseurs arbitraires et Q,*Q, O,*O sont les
opérateurs (8) construits respectivement avec les tenseurs a;; et b;;.

Les solutions communes pour les équations (25) ou (26) sont données par (271) ou les tenseurs
U,V satisfont aux conditions )

o] [¢]
h kh kh hTT"
QUL = b0V by — a7 jags + ONTT),,
(28)
shy/r _ sh{7
*Q;r ‘]Ts - *Oirlvjs*

57 77 . . . . . .
Ujs etV étant des tenseurs arbitraires qui satisfont aux relations

* ()i ch o h * () shT7T il x()ysh{/
(29) QL (B by — aM V jag) + Q08T =0, Qi Qe = 0.
. 1 s .
Dans ce cas la connexion moyenne v = 5 (G +7T) satisfait au systeme
m
(30) Vigi; =0,

c’est-a-dire est une solution pour le probléme de Eisenhart [2] pour a;; et b;; non-dégénérés.
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