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Il y a divers travaux récents dans lesquels on a considéré des couples de connexions sur des
variétés différentiables [2,5] douées de structures géométriques supplémentaires, pour lesquelles on
a des relations de compatibilité.

Dans cette Note on considére une variété différentiable V5, douée d’un couple de connexions
(T, G) et une structure presque complexe I’ = (Fj) La relation de compatibilité entre ces objets
géométriques est définie par la condition suivante: en transportant parallelement un vecteur v",
par rapport & la connexion G, son immage u* par 'automorphisme F, u' = Fjv", est transportée
parallelement par rapport a la connexion I' sur V5,.

La présence des deux connexions I', G permet d’exprimer géométriquement la relation de com-
patibilité en utilisant un algorithme de dérivation covariante mixte [3]. On obtient ainsi différentes
caractérisations de la condition de compatibilité, on trouve tous les couples de connexions (I, G)
si la F-structure est donnée, on détermine le groupe de transformations des couples (I', G) qui
conservent la relation de compatibilité etc.

Le probleme, dont nous nous occupons, sera traité dans une autre Note pour le cas de structures
métriques et presque symplectiques.

1. Soit Vi, une variété différentiable C>, douée d’une structure presque complexe définie par
un champ de tenseurs F' et nommée ” F-structure”

(1) FIF] = 4.

Cette structure détermine un automorphisme de I'espace tangent dans chaque point de Vs,
donné par les équations

i g
(2) u' = Fjul.

Supposons que sur la variété Vs, est donné un couple ordonné de connexions (T, G).
Définition 1. Nous dirons que le couple (I', G) est compatible avec une F-structure si en trans-

portant par parallélisme sur une courbe quelconque de Vi, un vecteur arbitraire v’ relatif a la
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connexion G, son immage u* par 'automorphisme F' se transporte parallélement relatif & la con-
nexion I' sur la méme courbe.

Le couple de connexions (I', G) est compatible & une F-structure si la condition

Vol dot ;odad
7R

implique d’apres (2)
Vu'  dut o da?
= 4T ——yfF =0
a " a e a

sur la courbe C.
En introduisant 'opérateur de dérivation covariante mixte par rapport au couple de connexions
(T, G), [3], nous avons
) ) - o
VkF(Z]-) = 8ij + Fi,[Fj - Gi]F;.
ViE" = OuF} + Gi Ff — T, F}.
La propriété de compatibilité s’exprime maintenant par le:

Théoréme 1. La condition nécessaire et suffisante pour (I', G) soit compatible d'une F-structure
sur Vo, est

3) Vi) =0.

En appliquant I'opérateur de dérivation covariante mixte & I’égalité (2) le long d’une courbe C'

on obtient " ok ok "
Viut —— = V(Fiv)) = = Vi Fiw! —— 4 FiV ¥ — .
e’ g = ValEjv) = Vb e G H Ve g
Il résulte d’apres la définition 1 la conclusion du théoreme 1.
Compte tenu de (1) et des propriétés de la dérivée covariante mixte, on obtient d’apres (3) le

Théoréme 2. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un couple (I',G) soit compatible a
une F-structure est

) (@) _
(4) Vi F;7 = 0.

De (4) il résulte que la condition de compatibilité d'un couple (I',G) a une F-structure est
symétrique par rapport aux connexions I' et G.

Les équations (3) sont équivalentes & chacune des équations

h h h k ph _ b h (k)

(5) Gy =T — BV, TG = Gy — FVE G

11 en résulte le

Théoréme 3. Une condition nécessaire et suffisante pour que le couple (I', G) soit compatible a
une F-structure sur Vo, est que l'une des relations (5) soit verifice.

Les équations (5) donnent le:
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Théoréme 4. Etant donnée une connexion affine I' sur Vs, douée d'une F-structure, il existe une
connezion affine G, déterminée d’une maniére unique telle que le couple (I',G) soit compatible
avec la F-structure.

Un couple de connexions (I', G) est caractérisé par la connexion moyenne + et le tenseur de
déformation 7, donnees par

1
(6) ');'li = B (G;'lz' + F;Ii)f T]"li = G?i - F?z
Compte tennu de (5) et (6) on obtient:

1 ) . 1 h (k)

(7) “
Th = —F}V,F} = FPV,F).

Remarques. 1). Des relations (7;) il résulte que Uopérateur @, considéré par M. Obata [4]
oI =T — L phy
T T g Tk it
sstisfait a la condition
qui réprésente une interprétation géométrique pour cet opérateur.
2). Les formules (1) et (72) ont comme conséquence 1'égalité
T]hh =0.

A T'aide des objets géométriques ~y et 7 on peut donner une nouvelle caractérisation géométrique
aux couples de connexions (I', G) compatible & une F-structure. Ainsi nous avons le:

Théoréme 5. Une condition nécessaire et suffisante pour que le couple (T, G) soit compatible d
une F-structure est que les équations

(8) "WVEFi=0 Olyrt; =0
soient satisfaites.

Ici ™V est 'opérateur de la dérivation covariante relatif & la connexion «y et O7; est le tenseur

” 1, L
(9) Oiz = 5 (‘){M - FfJLF6)~

Le théoreme résulte des équations
Vi ViF) =0, Vek - i =0,

qui sont équivalentes aux egalités (8).

Comme application, nous chercherons le cas ou le couple (F;?Z-, Ffj) est compatible & une F-
structure. Parce que la connexion moyenne  dans ce cas est la partie symétrique de la connexion
F;-‘i et le tenseur de déformation 7 est le tenseur de torsion de F?i, il résulte d’apres le théoreme 5
le:



Théoréme 6. Une condition nécessaire et suffisante pour que le couple (I“?i, F?j) soit compatible

. 1 . . .
a une F'-structure est que la connexion 3 (F;lZ + Ff’]) soit une F-connexion et le tenseur de torsion

Th Fh F?j soit hybride par rapport aux indices h, j.
Ce théoreme a comme conséquence le:

Théoréme 7. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une F-structure sur Vs, soit intégrable
est qu’il eriste une connexion F;‘i qui avec sa transposée Ff‘j constitue un couple compatible a la
F-structure.

2. Le probléme qui se pose maintenant est de déterminer une partie des objets I', G, F' quand
les autres sont donnés.

Considérons d’abord le probleme de la détermination d’une F-structure compatible & un couple
(T, G) donné. D’apres (8) le probleme se réduit a la détermination du tenseur F qui satisfait au
systéeme mixte:

(10) "VF =0, 7, F + 7 =0, FFf = -5,
dont les conséquences différentielles sont:

(111) F~h mR;’lu — FémPL?M =0, ngTlth]h + ngT,?vFé =0,

(115) F V"R~ FE ™V, ™R =0, ’”VgI”’VgThkF +ngl’"V[1/,\] =0,

J

On peut formuler le

Théoréme 8. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe sur Vs, une F-structure
compatible a un couple de connexions (I', G) donné est lexistence d'un entier N tel que le systéme
(10), (11; — 11y) soit compatible en F]f et sa solution vérifie les équations (11n.11).

Remarque. Le systeme (10) est complétement intégrable si et seulement si la connexion moyenne
~ est sans courbure et le tenseur de déformation 7 est covariant constant par rapport a la connexion
moyenne.

Le probléeme de la détermination d'une F-structure sur Vap, tel que le couple (I', G) soit com-
patible & la F-structure a été résolu dans le paragraphe antérieur.

Considérons maintenant le probleme de la détermination de tous les couples (I', G) compatibles
& une F-structure donnée sur Vs,

Il est équivalent au probleme de la détermination des objets géométriques v et 7 qui satisfont
au systeme (8).

La premiére équation (8) a la solution générale [4]:

= 1 > 1 shyx/r
(12) ’7;; :F?i 3 (ijit) F + B o5 Wie

dans laquelle W}, est un tenseur arbitraire et Fh une connexion quelconque.
La deuxleme equatlon (8) a la solution Drenerale [4]

(13) 7 =0 Vi
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ou

1
% ysh o5 oh s roh
O;r - 5(();07“ +F;Fr>7
et VJ; est un tenseur arbitraire.
En remarquant que
T T
FZ"}’—"(-;, G:7+§,

d’apres (12) et (13) nous obtenons la solution du probleme dans ce cas

2 1 2 s 1 L TXTT 1* sh
T4 - 5 (V,00) 2+ 503 - 508V

° 1 1
s h shyxrr * shy,r
(ij) F + 5 O Wi, + 57OV,

o
h _Th
sz‘ *Fji - i 5

[SeN I

On peut donc formuler le:

Théoreme 9. Le plus général couple de connezions (I', G) compatible a une F-structure fizée est

donné par les équations (14) ou F;‘i est une connexion quelconque et VI WT sont des tenseurs

Jsr ' gs
arbitraires.
Remarque. Les formules (5) s’obtiennent de (14) en prenant:
Wi, = Vi, = (V,F)FT.

3. Nous nous occupons maintenant de la liaison entre deux couples de connexions compatibles
a une F-structure donnée sur V5,. Le théoreme 7 nous montre qu’on obtient un couple de con-
nexions (I', G) compatible & la F-structure donnée en précisant en (14) les objets géométriques
o
I, V, W. Nous montrerons d’abord que sans limiter la généralité de la solution (14) on peut fixer
o]
la connexion I' ?l
© — —
En effet, si le couple (I', G) est déterminé d’apres (14) par le triplet I', V, W et le couple (T, G)
. .
par IV, W en mettant
© o
=h h h
U5 =T+ A},
nous obtenons aisément

1 /& 1/2
3 (o) =5 (Tore ) P20ty

et par suite
2 1 /2 o 1 /e
Th - 3 (Vij> Fl=Th - 3 <iji$> Fl'+ O AL,

Le couple (I', G) peut donc étre considéré comme déterminé par la connexion fixée F?i et les
tenseurs arbitraires U]’-’i = V;li + QA?i et ﬁ_?l 11 suit que tous les couples (I', G) compatibles a la

o
F-structure donnée peuvent s’obtenir de (14) en considérant la connexion I fixée et les tenseurs
V, W arbitraires.
Soient maintenant (I',G) et (T, G) deux couples de connexions compatibles & la F-structure
donnée qui correspondent respectivement aux couples de tenseurs (V, W) et (V,W). En mettant

h_ T h oAk T 7h
Pi=W,;-Wi Q=V,;—Vj,
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d’apres (14) la liaison entre les couples (', G) et (T, G) est donnée par

w=h 1 s T 1* S id

(1_) sz' :F?i"'aoirhpjs“ § Oi: js?

D
— 1 1

Cji = Gl + 5 O3 Ph + 5703 Q5..

Réciproquement, si (I', G) est un couple de connexions compatibles a une F-structure donnée
et P,Q deux tenseurs du type (1,2) arbitraires, alors le couple (I',G) donné par (15) est aussi
compatible avec la F-structure considérée. En effet, en substituant en (15) les expressions (14)
pour (I', G) on obtient pour le couple (T, G) des expressions ayant elles aussi la forme (14). Par
conséquent on a le:

Théoréme 10. La plus générale transformation de couples de connezions compatibles avec la
méme F-structure sur Vo, est donnée par les formules (15) dans lesquelles les tenseurs Pl et Q7
sont arbitraires.

Remarque. A un couple de tenseurs (Pﬁ ;’Z) correspond par (15) une transformation (', G) —
(T, G). L’ensemble de ces transformations forme un groupe . Considérons encore le groupe additif
G des couples de tenseurs (P]’z ;11) la somme directe du groupe additif H des tenseurs P]}; avec
‘H. 1l existe alors un homomorphisme du groupe G sur F défini d’'une maniere naturelle par les
équations (15). Le noyau de cet homomorphisme est formé par les éléments (Pﬁ ?1) de G qui
possedent la propriété

OfthJTS = 07 *Olsrh ;s = 01

c’est-a-dire PJ est hybride en r, s et @, est pur en r,s.

Des relations (15) il résulte que les formules qui donnent la transformation de la connexionn
moyenne v et du tenseur de déformation 7 sont:
16 =h _ R 1 OshPr =h __ _h *Osh T
(16) Yii = sz‘+5 ir Ljss Tji = Tjt O s
Remarques. 1) La connexion moyenne 7 est invariante pour les transformations (15) qui
possedent la propriété que le tenseur PJ est hybride en r et s.

2) Le tenseur de déformation 7 est invariant aux transformations (15) pour lesquelles Q7 est
pur en r et s.

3) L'objet géométrique *O%,~/. est un invariant du groupe (15).

4. Au point 1 on a constate qu'une F-structure et une connexion I' étant données, on peut
déterminer d’une maniére unique une connexion G telle que le couple (T, G) soit compatible avec
la F-structure donnée. Il y a alors le probleme suivant:

Etant donnees les connexions I, T et une F-structure sur Vs, déterminer les connexions G, G
de maniere que les couples (I', G) et (T, G) soient compatibles avec la F-structure donnée.

D’apres (5) les connexions G, G sont déterminées par les relations:

(17) Gy =Tl — FIV,FE, G, =T}, - FiV,FE.
En mettant
. w=h h h R~k h
(18) T, =15+ Ry, Gy =Gj+ 5},
on obtient de (17)
(19) Sp = —F{ R F,
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et par suite la relation entre les couples (I, G) et (T, G) est donnée selon (18), par

T ph sh * )sh
0 T, = T + O*Rr, + O Ry,
=h r * (S

Gy, = Gl + O Ry, — O Ry,

Remarques 1. Les relations (20) s’obtiennent de (15) pour

P =2R,, Q= —2R],.
2. Des relations (19) il résulte
S = Rl

Pour la transformation de la connexion moyenne = et le tenseur de déformation 7 on obtient
de (20)

—h h hpr =h __ _h * Mysh pr
(21) Vji :Wji+ofr sta Tj = ‘ji_Q 05, st'

Dans ce qui suit nous considérons quelques transformations (20) particulieres qui sont H-
projectives, c’est-a-dire conservent les courbes planes holomorphes donnees par les équations [6]:

d?z" da? dat dxh dz"
29 h 22 22 = L B(HF! .
(22) TR i U OR iy

1l est connu [6] que les connexions T, T sont H-projectives si et seulement si le tenseur R?i de
ce couple a 'expression:
h 7 sh h h
(23) Rji = l’(jéz‘) + V(J‘Fi) + ij
ou U; et V; sont des vecteurs et ij; est un tenseur antisymétrique, arbitraires. De (20) et (23) on
obtient:

(O‘4> F;- = I + Uydly + Vi Fy + P,
Gpi=Gh+ % (U6t + Vil + V;F — U, F) — PLEREY,
ou -Ul = F%hUh et Vz = Eh Vh~

On remarque que la transformation G — G donnée par (24,) n'est pas en général H-
projective.

Considérons maintenant quelques cas dans lesquels la transformation G — G est aussi H-
projective.

a) Supposons que toutes les quatre connexions de (24) sont symétriques et que le couple (I',T)
est H-projectif:

Alors de (24) il résulte

Pjhl =0 U;=V;

et par suite les relations (24) prennent la forme

__h — .
Fji = F;'Li + V(]ozh) + ‘/(]'F;,;

(25) o B )
Gji - G?z‘ + V(j(;ih) + V(J'Fi)'

Nous avons donc le:
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Théoreme 11. Si les couples (I',G) et (T, G) de connezions symétriques sont compatibles avec la
méme F-structure sur Vay, et les connezions I, T sont H-projectives, alors les connezions G, G sont
aussi H-projectives. Dans ce cas les connexions moyennes ,75 sont des F-connexions symétriques
et H-projectives et le tenseur de déformation T est invariant.

b) Considérons maintenant le cas o1 les connexions I', T', G, G ont les tenseurs de torsion purs
en l'indice supérieur et un indice inférieur et le couple (I',I") est H-projectif. 1I en résulte

*OffP;s =0, U; =V,
et par suite les relations (24) deviennent

J©
—h —
Gy = Gl + Vol + V;Fh + PL.

T rh T sk h h
(26) =15+ V(]-oi) + V(jFi) + P

On en obtient le:

Théoréeme 12. Si les couples de connezions (I',G) et (T, G) avec les tenseurs de torsion purs
dans lindice supérieur et dans un indice inférieur, sont compatibles avec la méme F'-structure et le
couple T, T est H-projecttf, alors le couple G, G est aussi H-projectif. Dans ce cas les connezions
moyennes v,%5 sont des F-connexions H-projectives avec le méme tenseur de torsion pur et le
tenseur de déformation T est invariant.

¢) Considérons enfin le cas ol les connexions I',T,G, G de (24) ont les tenseurs de torsion
hybrides dans l'indice supérieur et dans un indice inférieur et le couple I',T" est H-projectif. Il
résulte alors de (24) _
OlPl, =0, U=V,
et les transformations (24) prennent la forme
—=h -
Ty =T+ Vo + Vg Fh + P,

(27) h h Y7, .sh L1/ Fh A
Gy = G + Vo + Vi Fy — Py

Il en résulte le:

Théoréme 13. Si les couples (I',G) et (T, G) de connezions avec les tenseurs de torsion hybrides
dans Uindice supérieur et dans un indice inférieur, sont compatibles avec la méme F-structure
sur Va, et le couple (I,T) est H-projectif alors le couple (G,G) est aussi H-projectif. Dans ce
cas les connexions moyennes v,%5 sont des F-connezions H-projectives avec les tenseurs de torsion
hybrides et égaux et le tenseur de deformation a la partie symétrique invariante.
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