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Les connexions affines sur une variété différentiable ont été introduites par E. Cartan [3] en
liaison avec le transport des points le long d'une courbe, défini par une connexion linéaire et
étudiées parmi d’autres par V. Hlavaty [8], A. Myller [11], E. Bortolotti [1] et V.E. Bortolotti
et V. Hlavaty [2]. Ces connexions ont été reconsiderées du point de vue des espaces fibrés par
A. Lichnerowicz [9], K. Nomizu [10], Ida Cattaneo-Gasparini [4], Th. Hangan [7] et d’autres
géometres.

Dans ce travail on donne deux nouvelles définitions globales pour une connexion affine générale
sans utiliser la notion d’espace fibré et on démontre que l'ensemble des connexions affines ainsi
que celui des connexions linéaires sur une variété différentiable peuvent étre doués d’une structure
de module affine. On introduit ensuite le tenseur affine de courbure pour une connexion affine et
on établit certaines propriétés caractéristiques pour les connexions affines plates. Une partie des
résultats a été publiée sans démonstration dans les C.R. Acad. Sc. Paris [5].

1. Modules affines. La notion de module affine qui se montre utile en mathématique a été
introduite dans la Note [5] et étudiée en détail dans [6].

Soit V un module linéaire sur 'anneau K, noté encore par (V,K) et A = (P,Q,R,...) un
ensemble quelconque d’éléments nommeés points.

Définition 1.1. Nous disons que I'application 7 : Ax A — V déterminé sur A une structure de
module affine associée au module linéaire (V, K) si les conditions suivantes sont satisfaites:

M.A.1.YP,Q,R€ A:7(P.Q) + n(Q,R) = n(P,R),

M.A.2. 1l existe O € A tel que I'application h : A — V définie par h(P) = n(O, P) soit une
bijection.

L’ensemble A doué de cette structure sera nommé module affine associé au module linéaire
(V, K) et noté par (A,V, K,r) au (A,V, K), ou plus simplement par A. Introduisons encore la
notation 7(P,Q) = PQ. Si (V, K) est un espace linéaire, alors (A,V, K,7) est un espace affine
dans le sens habituel.

Des conditions M.A.1 et M.A.2 il résulte aisément

—

(1) ¥PeA:PP=0etVP,QeA: PQ=-QP.
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Si Panneau K est unitaire on dit que (A4, V, K) est aussi unitaire. Dans ce cas on peut montrer
que pour tout systéme fini de points P, P, ..., P, € A et d’éléments o', a?, ...,a™ € K tel que
at+a?+ -+ +a™ =1, le point P défini par

(2) Cj}’:al(_)‘];1+a20_})72+~--+am(ﬁm.

ne dépend pas du point O. P sera nommé le centre de masse pour le systeme de points Py, Ps, ..., Py,
de masses o!,a?,...,a™ et noté par

(3) P:a1P1+a2P2+-~-+aum.
Définition 1.2. On dit que la partie A’ de A est un sous-module affine de (A, V, K, ) s'il existe

un point O € A’ tel que ensemble V' = {@5 P € A'} soit un sous-module linéaire de (V; K) ou
si A'=10.

En supposant I’anneau K unitaire et 1'élément 2.1y inversable, on a [6] le’
Théoréme 1.1. Une partie A’ # 0 de A est un sous-module affine de (A,V, K, ) si et seulement si
VPQcA Va,feK; a+8=1:aP+5QcA.
Définition 1.3. Soient (V, K) en (V', K') deux modules linéaires. On appelle homomorphisme
linéaire de (V, K) en (V', K') un couple d’applications (f,¢) ou f: V — V' et ¢ : K — K’ qui
satisfait aux conditions
HL.1. ¢ est un homomorphisme d’anneaux.

HL2. f(X +Y) = f(X) + f(Y), f(aX) = p(a) f(X),VX,Y €V, VacK.

En particulier, si K’ = K et ¢ = idy application f qui satisfait & HL.2 s’appelle K-linéaire.
Nous pouvons maintenant donner la

Définition 1.4. On appelle homomorphisme affine du module affine (4, V, K, 7) dans le module
affine (A', V', K',7’) un triplet d’applications (F, f, ¢) tel que

HAL. (f,¢): (V,K) — (V', K’) soit un homomorphisme linéaire.
HA2. VP,Q € A: f(PQ) = F(P)F(Q).

Soit une application F' : A — A’ et un point O de A. L’application f : V' — V' définie par
la condition

— i ——
(4) VXeV:f(X)=X' < X=0P, X'=F(O)F(P)
s’appelle Uapplication induite par F a 'aide de O.
Théoréme 1.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que le couple (F, ) ou F : A — A’
et ¢ : K — K' détermine un homomorphisme affine de (A, V,K,x) en (A, V' K',7') est qu’il

existe un point O € A tel que Uapplication f :V — V' induite par F a l’aide de O définisse avec
@ un homomorphisme linéaire.
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Si K" = K et ¢ = idg, 'application F qui satisfait & la condition de ce théoréme s’appelle
K-affine. En supposant K et K’ unitaires et 2.1y inversable, on obtient [6] le

Théoréme 1.3. L’application F : A — A’ déterminé avec [’homomorphisme ¢ : K — K’
un homomorphisme affine de (A,V, K,n) dans (A", V', K',7') si et seulement si VP,Q € A, et
Vo, € K tel quea+3=1, on a

(5) F(aP +6Q) = ¢()F(P) + ¢(0)F(Q)-

2. Connexions linéaires. Soit M une variété différentiable paracompacte de classe C>, D°
l'anneau des fonctions de classe C* et D le D%-module linéaire des champs de tenseurs du
type (r,s) et classe C> sur M. Pour tout couple d’ensembles E, F' soit F(FE, F') 'ensemble des
applications de E en F. Mettons F(E, E) = F(E).

Définition 2.1. On appelle [12] connezion linéaire sur la variété M une application V : D! —
F(D') satisfaisant aux conditions

CL.1. Vx(Y + Z) = VxY + VxZ,
CL.2. Va)(_‘rgy = aVyx + (Vy,
CL.3. Vx(aY) = X(a)Y +aVyY, VX,Y,Z € D, Ya, 4 € D".

En remarquant que le corps R des réels est isomorphe au sous-corps de I’anneau D° formé par
les fonctions constantes sur M, de CL.1 et CL.2, on obtient le

Théoréme 2.1. Pour tout X € D', application Vx : D' — D! est R-linéaire.
Compte tenu que F(D?) est un module linéaire sur D°, de CL.2 on a le
Théoréme 2.2. L’application V : D' — F(D') est D°-linéaire.
Considérons deux connexions linéaires V et V' sur M et mettons
(6) S(X,Y)=V,4Y - VyY, VX,Y € DL

De la définition 2.1 il résulte que S est un champ de tenseurs du type (1.2) et classe C™ qui
sera nommé le tenseur de déformation du couple (V,V’).

Soit £ I'ensemble des connexions linéaires sur M et m : £Lx £ — D} I'application définie par
m(V,V') =S.

On constate aisément que 7 satisfait aux conditions ML.1, ML.2 et par suite on a le

Théoréme 2.3. L’ ensemble L des connexions linéaires sur la varité M peut étre doué d’une
structure de module affine associé au module linéaire D} sur l'anneau DP.

11 résulte que L peut étre regardé aussi comme un espace affine sur le champ R des réels.
Soit g une métrique riemannienne sur M et Di(p) I'espace linéaire des tenseurs du type (1.2
g q 2\P P
en p € M. En considérant une carte en p et en mettant

(7 VS(p) € D3(p) : S*(0) = giniag”™ ™"}, S5

Jik1" jaka?
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on obtient une structure d’espace linéaire euclidien sur Dj(p). Si la variété M est compacte et
orientable, alors la fonction d : Lx£ — R définie par

®) &V, V') = [ S*(p)dv,
M

ol S est le tenseur de déformation du couple (V,V’), déterminé une structure d’espace affine
euclidien sur £. On obtient par suite le

Théoréme 2.4. Toute mélrique riemannienne sur une variété compacte et orientable M détermine
une structure euclidienne sur Uespace affine L des connexions linéaires sur M.

Soit U un sous-ensemble ouvert de M et (L(U), DY(U), D°(U)) le module affine des connexions
linéaires sur la sous-variété ouverte U. En considérant deux champs de vecteurs X,Y € D'(U),
pour tout P € U il existe un voisinage ouvert V. C U et deux champs X "Y' € DYM) tel que
X\’v =Xy et Y‘Q, =Yjy. Si V € L(M), alors en mettant

9) (Vio)xY)m = (VxY') ), VpeU

on peut montrer [14] que le vecteur ((Vr)xY) ) ne dépend pas des champs choisis X' Y'e DY(M)
et que V|yy est une connexion linéaire sur U. V|y s’appelle la connexion linéaire induite par V
sur U et lapplication py : L(M) — L(U) obtenue de cette maniére est nommée 'application de
restriction. Compte tenu que le couple d’applications de restriction (ps, p3) ot py : Dt — DYU)
et p3 : DO(M) — D°(U) est un homomorphisme linéaire qui est localement un épimorphisme
[14], on obtient le

Théoreme 2.5. Pour tout ouvert U de M, le triplet des applications de restriction (p1, p2, p3) de

(L(M), DY(M), D°(M)) en (L(U), D (U),D°(U)) est un homomorphisme affine qui est localement
un épimorphisme.

Soit po un point de M et D*(py) l'espace linéaire tangent a M en po.

Définition 2.2. On appelle [10] connezion linéaire en po une application V : DY(py) —
F(DY(M),D*(po)) qui satisfait aux conditions:

1. VXO(Y + Z) =Vx Y + Vx,Z,
2. Vaxo+bs = aVx, + bVy,
3. Vy,(aY) = Xo(a)Yi + alpo) VY,

ot Xo € DX (po), Y, Z € DY(M), a,b € Ret a € D°(M).

En considérant deux connexions linéaires en po, (V,V’) et en mettant pour (Xo,Y) €
D*(po)xD' (M),

(10) S(Xp,Y) = Vi,V = Vi,V

it résulte de la définition 2.2 que S € Di(po) et que l'application 7 : L(po)xL(po) — D! (po)
donnée par 7(V, V') = S satisfait aux conditions MA.1 et MA.2. Par suite on a le

Théoréme 2.6. L'ensemble L(po) des connexions linéaires dans un point po € M peut étre doué
d'une structure d’espace affine associé a espace linéaire (Dy(po), R).
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Soit V € L(M), Py e M, Xo € D(pg), X,Y € DY (M) et X(po) = Xo. En mettant
(11) VioxY = (VXY)(po)'

On obtient une connexion linéaire V(py) en py nommée la restriction de V & py. On obtient
aisément le

Théoreme 2.7. L application de restriction du module affine (C(M), DY (M), D°(M)) dans l’espace
affine (L(po), D (po), D°(po)) est un épimorphisme affine.

3. Connexions affines. En considérant un point p € M, Papplication 7 : D}(p)xD(p) —
D!(p) donnée par la regle
(12) m(Xp Yp) =Y, = X,

détermine surD'(p) une structure d’espace affine sur R nommée la structure affine canonigue.
D(p) douée de cette structure s’appelle I'espace affine tangent & M en p et sera note par P(p). Le
point p s’identifie avec le vecteur nul de D*(p) et s’appelle le point de contact de M avec P(p).

Définition 3.1. On appelle champ de points de classe C* sur M une Egnction qui associe a
chaque point p € M un point P € P(p) tel que le champ de vecteurs X = pP soit de classe C*°.

Soit P I'ensemble des champs de points de classe C* sur M. L’application 7 : PxP — D!
e
donnée par 7(P, Q) = P(Q) satisfait aux conditions AM.1 et AM.2 et par suite le

Théoréme 3.1. L’ensemble des champs de points de classe C>* sur M peut étre doué d’une
structure de module affine associé au module linéaire (DY, D°).

On a encore le

Théoréme 3.2. L’ensemble F(P) des applications de P en P peut étre doué d’une structure de
module affine associé au module linéaire (F(D*)x D!, DY).

En effet, application I1 : F(P)xF(P) — F(D')xD" définie par
YF,G e F(P):1I(F,G) = (fre, Xrc)

ou

fra(X = pP) = F(P)G(P) - F()G(p), Xrc = F(p)G(p)

satisfait aux conditions MA.1 et MA.2.

Soit D : P — F(P) une fonction qui associe a chaque champ de points P € P une application
Dp : P — P. Cette fonction induit les applications V : D! — F(D!) et K : D! — D! définie
de la maniere suivante: _ .

SiX,)YeD et P,Qc Ptel que X =pPetY =pQ, ol p est le champ de points de contact,
alors mettons

L — . ——
(13) VxY = QDpQ — pDpp et K(X) = pDpp.

Définition 3.2. Nous appelons connezion affine sur M une application D : P — F(P) telle
que les applications induites V et K satisfont aux conditions:
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CAl V:D! — F(D?!) est une connexion linéaire.

CA.2. K : D' — D! est un champ de tenseurs du type (1.1).
Remarque. La relation (13;) peut s’écrire encore

D — —
(14) VxY = DppDpQ — pQ.

—_— s — —
En effet QDpQ — pDpp = Qp+ pDpQ) — (pDpQ + DpQDpp) = DppDpQ — pQ.

Théoreme 3.3. Si D est une connexion affine sur M, alors pour tout P € P, lUapplication
Dp:P — P est R-affine.

Démonstration. De (14) et du théoréme 2.1 on a

DppDp(aQ + bR) = V5(ap@ + bpR) + apQ + bpR = aDppDpQ + bDppD, B
Clest-a-dire
(15) Dp(aQ + bR) = aDpQ + bDpR.
Par suite, d’apres le théoreme 1.3, Dp est R-affine.

Conséquence 3.1. Pour tout P € P, 'ensemble Dp(P) est un sous-espace affine de P.

Théoréme 3.4. Si D est une connezion affine sur M, Uapplication D : P—F(P) est D-affine.

Démonstration. Soit o, € D%, a+8=1, P,Q € Pet R= aP + Q. Pour tout S € P on a
d’apres CL.2 et (13)

DepDpS = Vop(pS)+ K (pF) = aVip(pS)+8V5(pS)+ak (0P) + BK (5Q) = aSDpS+35DgS.
Par suite,
(16) Dypiso =aDp+ 3Dg,
cest-a-dire d’apres le théoreme 1.3, D est une application D%-affine de P en F(P).
Conséquence 3.2. L’ensemble D(P) cst un sous-module affine de F(P).
Pour P = p on obtient de (13)
(17) D,Q =@,
c’est-a-dire le

Théoréeme 3.5. Si D est une connezion affine sur M et p le champ des points de contact, alors
D, est Uapplication identique de P.

De la définition 3.2 il résulte qu’a une connexion affine sur M correspond une connexion linéaire
V et un champ de tenseurs K € D} qui sont définis par les relations (14). Réciproquement, étant
donnée une connexion linéaire V et un champ K € D}, alors pour application D : P — F(P)
définie par

(18) YP,QeP:QDpQ = VxY + K(X),
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ou X = p_]5 et Y = ]36, on a les relations (14) et par suite D est une connexion affine sur A/. On
obtient donc ([4], [13]), le

Théoreme 3.6. Il existe une bijection entre l'ensemble des connezions affines sur M et l'ensemble
des couples formes par une connexion linéaire et un champ de tenseurs du type (1.1) et classe C™
sur M.

On peut donner la définition suivante pour une connexion affine, sans utiliser les notions de
connexion linéaire et champ de tenseurs du type (1.1).

Définition 3.3. On appelle connexion affine sur la variété M une application D : P — F(P)
qui satisfait aux conditions:

CA.l'. Dp(a@Q+ BR) = aDpQ + fDpR+ X (a)P + X(5)Q,

CA.2. DQP+BQ = QDP + GDQ,

CAJ3. D, = idp,

pour , €D, a+p3=1 PQ,REPet X = p—P>7 ot p est le champ de points de contact.

L’équivalence de cette définition avec la définition 3.2 s’etablit de la maniere suivante:

Si D satisfait aux conditions CA.1 et CA.2, alors des conditions CL.2 et les théorémes 3.3-3.5
il résulte les conditions CA.1-CA.3". Reciproquement, en supposant les conditions CA.1-CA.3,
remplies, alors par un calcul simple, on peut déduire que les applications V et K donnees par (13)
satisfont aux conditions CA.1 et CA.2.

Définition 3.4. Nous appelons connexion affine normale sur A/ "une connexion affine D = (V, K)
pour laquelle K est le tenseur I de Kronecker, c’est-a-dire I’application identique de D*.

De la relation (13) il résulte le
Théoréeme 3.7. Une connezion affine D sur M est normale si et seulement si

(19) VYVPeP:Dpp=P.

A une connexion linéaire V il correspond, par suite, une connexion affine normale D = (V, )
qui est utilisée dans 'étude de certaines propriétés de la connexion linéaire V.
Pour la structure de I'ensemble A des connexions affines sur la variété M nous avons le

Théoréme 3.8. L’ ensemble A des connezions affines sur M peut étre doué d’une stmcture de
module affine associé au module linéaire Dyx D} sur DP.

En effet, on constate que 'application qui associé a chaque couple ordonné de connexions
affines D = (V,K) et D' = (V',K") le couple (S, K’ — K) € DixDj, ot S est donné par (6),
satisfait aux conditions MA.1 et MA.2.

On a aussi le

Théoreme 3.9. Toute méirique riemannienne g sur une variété compacte et orientable M
déterminé une structure euclidienne sur l'espace affine a des connezions affines sur M.
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Démonstration. Considérons une métrique g sur M et définissons la distance entre deux con-
nexions affines D = (V, K) et D' = (V', K’) par la relation

(20) d*(D,D') = [ S*(p)dv +/(K' — K)*(p)dv,
v v

ott S%(p) est donné par (7) et

(21) (K = K2 (p) = gining™ (K — K) (K2 — K2),

J2

L’application d : Ax.A — R ainsi obtenue déterminé une structure euclidienne sur ’espace
affine A.

Pour une connexion affine D = (V, K) sur M on peut définir la restriction D) a une sous-
variété ouverte U de M par

(22) D{U = (V\U7 ]\/ﬂ/")v

ot Vi et K|y sont les restrictions de V et K & U. Du théoreme 2.5 on obtient le

Théoreme 3.10. Pour toute sous-variété ouverte U de la variété M, l'application de restric-
tion du module affine (A(M), Dy(M), D°(M)) dans le module affine (A(U), D3(U),D°(U)) est un

homomorphisme affine qui est localement un épimorphisme.

En particulier, si U est un voisinage de coordonnees sur M et (p,e;) un repere sur le module
affine D(U), alors en mettant

(23) ﬁ = X'e;, [Zj =Y, V(&) = chjei, K(ej) = K;ei,
on obtient pour la connexion affine Djy les équations locales
(24) QDpQ = (ex(Y') + T, Y7 + Kj) X" e,.

Soit un point py de M et une application D : P(py) — F(P(M), P(po)). Alors D détermine
les applications V : D(pg) — F(D* (M), D*(po) et K : D*(py) — D*(po) par les relations

- " _—
(25) Vx,Y = QoDp,@ — poDp,p, K(Xo) = poDp,p,

ol . .
Xo = poPo € D*(po) et Y = pQ € D'(M).

Définition 3.5. On appelle connexion affine dans le point py une application D : P(py) —
F(P(M),P(py)) qui possede la propriété que les applications induites V et K sont respectivement
une connexion linéaire et un tenseur du type (1.1) en po.

Par un raisonnement analogue & celui utilisé dans le théoreme 3.8 on obtient le

Théoreme 3.11. L’ensemble A(po) des connezions affines dans un point pg € M peut étre doué
d’une structure d’espace affine associé & Uespace linéaire Di(po)xDi(po) sur R.

On peut montrer en suite que I’application de restriction qui fait correspondre a une connex-
ion affine D = (V,K) sur M la connexion affine D(py) = (V(po), K(po)) en py détermine un
épimorphisme de module affine A(M) sur I’espace affine A(po).
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4. La courbure d’une connexion affine. Nous donnons d’abord la

Définition 4.1. On appelle crochet de deux champs de points: P,Q € P le champ [P, Q] € P
défini par la relation

(26) p[P, Q] = [pP, pQ).

On constate aisément que I’application de PxP — P définie par le crochet est R-affine dans
les deux arguments et antisymétrique dans le sens que

(26) p[P.G] = —p[Q, P,

c’est-a-dire les champs [P, Q] et [@, P] sont symétriques relativement au champ de points de
contact.
On peut maintenant donner la

Définition 4.2. Nous appelons tenseur affine de courbure pour la connexion affine D sur M
Papplication p : PxPxP — P donnée par la relation

(28) p(P, Q)R = DQDPR — DPDQR + DLPQ]R

En mettant D = (V, K), ;73 =X, ]Zé =Y, }7{ = Z, on obtient, compte tenu de (18):
(29) Rp(P.QR = R(Y.X)Z + F(Y,X).
Ici R est le tenseur de courbure pour la connexion linéaire
(30) R(X.Y)Z = |Vx,Vy]Z =V ixy)Z
et F est le tenseur défini par
(31) F(X,Y) = Vx(K(Y)) = Vy(K(X)) - K(IX,Y]),

qui sera nommé le tenseur de torsion pour la connexion affine D. Remarquons que pour une
connexion affine normale, la tenseur F coincide avec le tenseur de torsion S de la connexion
linéaire

(32) S(X,Y) =VxY - VyX — [X,Y].

On peut constater des relations (29)-(31) ou directement de (28) que p est une application D% affine
dans les trois arguments, ce qui justifie le nom de tenseur affine qui lui a été attribué. Le tenseur
affine de courbure p est antisymétrique dans les premiers deux arguments dans le sens suivant.
Dans le module affine F(P), I'application p(P, Q) : P — P est symétrique & I'application p(Q, P)
par rapport a 'application identique de P c’est-a-dire

(33) Rp(P,Q)R = —Rp(Q, P)R, VR e P.

Des relations (28), (30) et (31) on obtient les expressions suivantes pour R et F a l'aide de p

(34) R(X,Y) = Rp(Q, P)R — pp(Q. P)p et F(X,Y) = pp(Q, P)p-
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Définition 4.3. Un champ de points @ € P s’appelle invariant ou absolument paralléle pour la
connexion affine D sur M si la condition suivante est satisfaite

(35) DpQ=Q, VP eP.

De (18) il résulte le

Théoréme 4.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que le champ Q € P soit invariant
pour la connexion affine D sur M est

(36) VxY +K(X)=0, VX € D,
oY = pQ.
Compte tenu des relations (28) et (29) on obtient le

Théoreme 4.2. Un champ de points R, invariant pour la connexion affine D, satisfait d la
condition d’intégrabilité

(37) p(P,QIR=0,VP,QeP ouR(X,Y)Z+F(X,Y)=0, VX,Y € D,
ou Z = ;ﬁé

_
Si @ et R sont deux champs de points invariants pour D alors en mettant Z = QR, de (36)
on obtient

(38) VxZ =0,

c’est-a-dire Z est un champ de vecteurs absolument paralléle pour V. Reciproquement, si Q est

un champ de points invariant pour D et Z un champ de vecteurs absolument parallele pour V

alors de (36) et (38) il résulte que le champ de points R défini par Cﬁ = Z est invariant pour D.
On en obtient le

Théoreme 4.3. Si la connerion affine D admet des champs de points invariants, alors leur
ensemble est un sous-espace affine de P associé du sous-espace linéaire formé par les champs de
vecteurs absolument paralléles pour la connezions linéaire associée V.

5. Connexions affines plates. Pour ce qui suit, nous avons besoin de la notion de famille de
points invariante le long d’une courbe, pour une connexion affine.

Pour nos considérations, il suffit de supposer la courbe contenue dans un voisinage de coor-
donnees U.

Soit par suite, () : (a,b) — M une courbe de classe C> sur M et notons par X (t) la famille
des vecteurs tengents a (t). Nous disons que la fonction Q(¢) : (a,b) — P(y(t)) définit une
famille de points de classe C> sur (t) si la famille de vecteurs Y (¢) = v(¢)Q(¢t) est de classe C*®
sur 7(t), [14]. En vertu de cette définition, la famille de points P(t) définie par v(t)P(t) = X (t)
est de classe C>. On peut montrer qu'’il existe les champs de points P, Q € P tels que

(39) P*,(t) = P(t) et Q’y(t) =Q(t), t € (a,b).
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Définition 5.1. Nous disons que la famille de points Q(t) sur la courbe est invariante pour la
connexion affine D sur M si on a

(40) (DPQ)'y'(t) = Q’y(t): te (a‘a b)

Compte tenu de (24) on obtient pour l'invariance dans la connexion affine D, le long de la
courbe 7(t), les équations différentielles locales

ay? o odrt - dzF
41 —_— o — Y+ K — =0.
(4D a g Ty
La solution générale de ce systeme est donnée par
(42) Vi(t) = Al(t,10)Y? (to) + B'(t, to), t,to € (a,b),

ou A;(t, to) sont les solutions du systéme homogene associé a (41), qui satisfont aux conditions
A;(to,to) = 5; et Bi(t,to) est la solution de (41) correspondante aux conditions Bi(ty,ty) = 0.
Les équations finies locales (42) définissent une bijection affine entre les espaces affines tangents
en y(tg) et v(t) nommée le transport parallele de P((to)) en P(y(t)) le long de ~(t) défini par
la connexion affine D sur M. Dans le cas général le transport parallele de P(7y(to)) en P(y(1))
dépend de la courbe 7(t) considérée. Nous pouvons maintenant donner la

Définition 5.2. Nous disons que la connexion affine D sur M est plate si pour tout point p € M
existe un voisinage de coordonnees U avec la propriété que le transport parallele de P(p) en P(q)
pour tout ¢ € U ne dépend pas de la courbe considérée.

Cette condition est équivalente au fait que le systeme

28 i v i
est complétement intégrable ce qui a lieu si et seulement si les tenseurs R et F sont égaux & zéro.
Par suite on a le

Théoréme 5.1. Une condition necessaire et suffisante pour que la connexion, affine D soit plate
est que les tenseurs de courbure R et de torsion F soient égaux a zéro sur M.

De la relation (29) il résulte alors le

Théoréme 5.2. La connexion affine D sur M est plate si et seulement si le tenseur affine de
courbure satisfait a la condition

(44) p(P.Q) = idp, YP,Q € P.

Soit U un voisinage de coordonnees sur M et Q, (a = 0,1,...,n), n + 1 champs de points
sur U. Nous disons que ces champs sont D-affines indépendants si pour tout p € U, les points
Q. (p) ne sont pas situés dans le méme hyperplan. Si les champs ¢, sont invariants sur U pour
Dy, alors les champs de vecteurs Y; = m (i =1,2,...,n) sont absolument paralleles pour V.
Comme Y; sont D°(U)-linéairement indépendants des conditions d’intégrabilité pour le transport
paralléle sur U dans la connexion linéaire V, il résulte R = 0 sur U. Alors, de (37) il résulte encore
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F = 0 sur U. Réciproquement, si les tenseurs R et F sont égaux & zéro sur U, le systéme (43)
est complétement intégrable et par suite en prenant pour py € U, n+ 1 points Q,(po) € P(po) qui
sont R-affines indépendants on obtient par I'intégration du systéme (43) n + 1 champs de points
Q. invariants et D-affines indépendants c’est-a-dire nous avons le

Théoréeme 5.3. Une condition nécessaire et suffisante pour que la connexion affine D soit plate
est que chaque point de M admette un voisinage de coordonnees U qui possede n + 1 champs de
points D°(U)-affines indépendants qui sont invariants pour Dy .

Enfin, on peut caractériser une connexion affine plate par la propriété suivante:

Théoréme 5.4. Une connezion affine D = (V,K) sur M est plate si el seulement si chaque
point de M admet un voisinage de coordonnées U qui posséde n 1-formes w®, DO(U)-linéairement
indépendantes, absolument paralléles pour la connezion V| et telles que les 1-formes
09 = Ky(w®) soient fermées.

En effet, I'existence des n 1-formes w®, D°(U)-linéairement indépendantes et absolument
paralleles équivaut a 'annulation du tenseur R sur U.
Dans ces conditions on obtient

(45) 20,5y = Tha)

et par suite les 1-formes @ sont fermées si et seulement si le tenseur de torsion F est zéro sur U.

Remarque. Les connexions linéaires plates se caractérisent par I'annulation du tenseur de
courbure. Par suite, pour ces connexions le tenseur de torsion peut étre différent de zéro. En
prenant dans les théorémes de ce paragraphe une connexion affine normale on obtient des proprié-
tés caractéristiques bien connues [15] pour les connexions linéaires de courbure et torsion nulles.
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