14 Certaines structures sur le fibré tangent
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L’étude du fibré tangent présente un intérét particulier parce qu’il nous donne des informations
précieuses sur la variété base et parce que la variété totale de ce fibré possede de nombreuses
propriétés géométrique remarquable.

Dans cette Note nous voulons démontrer qu’une série de structures sur le fibré tangent, induites
par des tenseurs de type (1,1) ou (0,2) sur la variété base et considérées par divers auteur peuvent
étre intégrées dans un schéma unitaire. A cette occasion nons mettons en évidence certains
résultats nouveaux, utiles dans les applications.

1. Tenseurs de type (1,1) sur TM. Soit 7 : TM — TM le fibré tangent a la variété M de
dimension n et de classe C*°. Notons par F(M) anneau des fonctions réelles (de classe C>) sur
M et par DL(M) I'F(M)-module des champs de tenseur de type (r, s) et de classes C* sur M. A
une connexion linéaire V sur M on associe habituellement deux structures presque-produites F et
P et une structure presque-complexe J sur TM. A 'aide de I'application 7* : TTM — TM et du
connecteur K : TTM — TM de V, [4] ces structures peuvent étre caractérisées respectivement

par les relations:
W 7toF=—7* nroP=K, 7foJ=-K
1

KoF =K, KoP=x* KolJ=r7"

Ces structures, aussi bien que d’autres structures T € D}(T'M), associges & certains tenseurs
S de type (1,1) sur M et considérées par divers auteurs [5]-[11] peuvent étre représentées d’une
maniere unitaire, par les formules
m*oT =8Soa-7*+Sof-K
(2)
KoT=Sovy-m*4+S06-K,

ol &, 3,7,0 € F(M). En mettant

w* a 3
3) I= , A=

K v
on peut écrire (2) sous la forme symbolique
(4) FreT=S0A-T.
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De FOT]_ :SIOAl -T et FOTQZ Sgox4g'ri1 résulte FO(TlOTQ) = (5105‘2)0(141 "42> -T.
Par suite, en notant par My o(F(M)) 'ensemble des matrices de type 2x2 sur F(M), on peut
énoncer le résultat.

Proposition 1.1. L’application @y : D} (M)xMayo(F(M)) — DI(TM), donnée par les for-
mules (2), est un monomorphisme de semi-groupes unitaires.

1l en résulte que T est non singulier en méme temps avec S et A et que T? = ] ou £ = *1 si,
et seulement si, S = ¢y et A2 = &,], avecg; = £1 (i = 1,2) et g1 = &.

On a aussi T2 = 0 pour S? =0, ou A2 = 0.

La solution générale de I'équation A% = =51 avec €2 = 0, £1 dans My, o(F(M)), est donnée
par,

- 52—/\/1 A
(5) A==+
2 €2 — Al

ou les fonctions A et u satisfont & la condition €5 — A > 0. Pour €3 = 1, nous avons encore les
solutions A = +1.

En prenant en (2) S = I et A donnée par (5), avec £, = —1, on obtient certaines structures
presque-complexes sur TM considérées par F.I. Kagan [6].

Un intérét spécial présentent les structures T;, (i = 1,2,3,4) qui s'obtiennent de (2) en prenant
S arbitraire et pour A respectivement les matrices,

) o], [0
S I R I (R N O
) 0 1 Lo
A N e A R I

Par suite, 7} sont caractérisées par les relations
(7) FoT;=S80A;-T, (i=1,2,3,4).

Pour S = I, les structures T; coincident respectivement avec I, F, P et J. Pour S = —I les
structures Tb, T3, Ty correspondantes ont été considérées, d’un autre point de vu, par V. Oproiu
[8]. Enfin, pour S arbitraire, T; est le lift horizontal de S. Des relations (7) on obtient

Proposition 1.2. a) Les structures Ty, Tz, T3 sont presque-produites, presque-compleres ou presque-
tangentes en méme temps avec S.

b) La structure Ty est presque-produite, presque-complere ou presque-tangente si, et seulement
si, S est respectivement presque-compleze, presque-produite ou presque-tangente.

c) Pour S arbitraire, T; satisfont aux relations
(8) T2:T10F,'T3:T10P, T4:T10J
et auzx conditions de compatibilité

(9) TioTy=TyoTy (j=23.4), TioTy=-T;oT; (i #j=2,34).



Remarquons aussi la relation
(10) Ty + T, =25Y
ott S est le lift vertical de S. En particulier, pour S?=¢I avec ¢=0, &1, on obtient de (8) et (9)

T10T2:SF, T10T3:€P)7 T10T4:£J

(11)
TQOT3:€J, T20T4:€P, T30T4:"5F.

De (9) et (11) on retrouve pour S = I, les résultats connus:
(12) FoP=—-PoF=J PoJ=-JoF=P, PoJ=-JoP=-F.

Considérons maintenant le probleme de I'intégrabilité des structures T; qui satisfont & la con-
dition T? = €I, £ = 0, +£1, c’est-a-dire qui sont presque-produites, presque-complexes ou presque-
tangentes. En notant par N; le tenseur de Nijenhuis pour T;, il résulte que T; est intégrable si, et
seulement si,

(13) 7o N; =0, KoN;=0.
Par un calcul un peu laborieux on obtient les résultats

Proposition 1.3. La structure Ty est intégrable si, et seulement si, S est intégrable et pour tous
X,Y € DYM),

vas —So VXS =0
(14)
R(SX,SY) +eR(X.Y) - S o [R(SX,Y) + R(X,SY)] = 0.

Pour e = —1, le résultat a été établi par S. Tanno [9].

Proposition 1.4. La structutre Ty est intégrable si, et seulement si, S est intégrable et pour tous

X,Y € DY(M)

VsxS+SoVxS=0
(15)
R(SX,SY) + R(X,Y) + So[R(SX,Y) + R(X, SY)] = 0.

Pour € = —1 on retrouve un résultat de V. Oproiu [8] et pour S = I on obtient I'intégrabilité
de la structure F, etablie par T. Nagano [7] et qui revient & R = 0.

Pour exprimer d’une maniere géométrique et plus simple I'intégrabilité des structures Ts et Ty
nous rappelons qu’a une connexion linéaire V sur M et & un champ de tenseurs S € Dj(M) on
peut associer une connexion affine (V,S), [1]-[3]. Le tenseur de torsion pour cette connexion est
donné par

(16) T(X,Y)=Vx(SY) - Vy(SX) - S[X,Y)
qui peut s’exprimer a 'aide de la torsion T de V par

(17) T(X,Y) = (VxS)Y — (VyS)X + S(T(X,Y)).



En considérant les structures T3 et Ty on obtient les mémes conditions d’intégrabilité, & savoir:
Proposition 1.5. Les structures T3 et Ty sont intégrables si, et seulement si, pour tous

X,Y € D{(M) on a

T(SX,SY) - [(VsxS)Y — (VsyS)X] =0, R(SX,SY) =0, SoR(X,SY)=0,
(18)
T(X,SY)=0, SoT(X,Y) =0, eR(X,Y) = 0.

Par suite, il en résulte

Conséquence 1.1. Pour € = %1, les structures T3 et Ty sont intégrables si, et seulement si, la
connezion affine (V,S) est localement plate, c’est-a-dire

(19) T=R=0.

En particulier, pour S=/, on obtient que les structures P et J sont simultanément intégrables,
a savoir, lorsque la connexion affine normale (V,I) est localement plate, c’est-a-dire T=R=0,

[1-3].

2. Tenseurs de type (0,2) sur TA/. Un procédé analogue & celui utilisé dans le paragraphe pré-
cédent pour les tenseurs de type (1,1) nous permet d’associer & un champ de tenseurs g € D(M)
et & une matrice A€ Moy o(F(M)) un champ de tenseurs G € DY(T M), défini par la relation
(20) G=ago(n"xn")+ fgo (1"xK) +~go (Kx7*)+dgo (KxK)

qui symboliquement peut s’écrire sous la forme

(21) G=go'l'xA-T.
Par un calcul direct, en utilisant des vecteurs verticaux et horizontaux, on obtient

Proposition 2.1. a) Le tenseur G est symétrique si et seulement si g et A sont simultanément
symétriques ot antisymétriques.

b) Le tenseur G est antisyméirique si, et seulement si, g est syméirique et A antisymétrique
au g est antisymétrique et A symétrique.

c) Le tenseur G est non singulier en méme temps avec g et A.

Le cas ot g est une métrique riemannienne sur M et A une matrice symétrique a été considéré
par F.I. Kagan [6].

Nous distinguons en particulier les structures G; (i = 1,2,3,4) qui s'obtiennent de (21) en
prennant g arbitraire et pour A respectivement les matrices,
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0 1 0 1
A = N Al 0}
(22
o1 o} ‘4/—{1 o}
lo 1] Tt o <1

Nous remargnons que G est le lift horizontal de g et, pour g métrique riemannienne sur M, G3
est la métrique de Sasaki [11].

Pour g antisymétrique G3 et G4 ont été considérées par V. Oproiu [§].

Il s’ensuit des relations (23) et de la proposition 2.1:

Proposition 2.2. Les structures Gy, Gz et Gy sont symétriques ou antisymétriques en méme
temps avec g. La structure Go est symétrique (antisymétrique) pour g antisymétrique (symétrique).

En utilisant les notations
(GoT)(A B) =G(A,T(B)),
G(T,T)(A,B) =G(T(A),T(B))
pour G € DY(M), T € DHTM) et A, B € D}(M), des relations (1), (8) et (23) on obtient
Proposition 2.3. a) Entre les structures G; et F, P, J il eziste les relations
(24) Gy=G10F, G3=G 0P, Gy=G10J.
b) Les structures G; et T; satisfont aux conditions de compatibilité
(25) Gi(T;,T;) = eG;, e = %1
st, et seulement si, g et S satisfont auz conditions de compatibilité

sgpour 1=1,7=1,3;i=2,j=14,1=3,7=1,2,3,4
—egpour i=1,7=24;,1=2j=2,3; 1=4, j=3,4.

En particulier, pour S = I on en obtient



G; 1=3,4
Gi(F.F) =
-G; 1i=1,2
G, i=13
(27) Gi(P, P) =
Y1 2“2347
G, i=2,3
Gi(J,J) =
-G, i=1,4

Nous remarquons aussi, la relation
(28) G3+ Gy =2¢"
ou gV est le lift vertical de g.
Les structures G; ont les expressions locales:
G- 95+ Tig; 9y
1=
| 9ij 0

[ ¢ ¢
Gy — 9iel'; = Uige; 94 }

L —Yij 0
(29)
Gy = [ Gij + ngéhG? Tigu; }
L gicF§ 9ij
Gy [ gij — TignG?  —Tigy }
| —9ul —9ij

ot T'Y, sont les coefficients de la connexion V et I'Y = I'f, y*.
En particulier, on en obtient, pour g symétrique

G1 = gijdz’ ® Dy, Gy = g;jdz' ADy,

1 . . 1 . .
(30) G3 = 5 gijdl'l © da’ + 5 giijl © Dyj,

1 : o1 ) .
Gy = 5 gide® © da? — 5 9i;;Dy" © Dy’
Pour g antisymétrique, nous avons aussi

G1 = g;dz'ADy?, Gy = g;da’ ® Dy,
G L dz' Adx? L DyiADy’
(31) 3:§gij$/\f+§gij Y ADy,
U L
Dans ces relations Dy’ = dy? + l“icdx"yZ et 7®” réprésente le produit symétrique.
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Soient V' le champ de vecteurs canonique sur TM et W la jerbe géodésique de V, caractérisés
par

(32) Vg =0rz), KVz=2; "Wy =2, KWz =0xz), VZ € TM.

A Paide de ces champs de vecteurs, nous pouvons associer aux structures G; les 1-formes o; et
w; sur T M, définies par

(33) oi = Gi(V), wi = Gy(W).
Compte tenu des propriétés
FV)=V, PWV)y=W, J(V)=-W,
(34)
FW)=-W, PW)=V, JW)=V,
on déduit que pour g arbitraire, o; et w; sont liées par les relations
(35) 01 = —03 = W3 = Wy, W) =Wy =03 = —04.
Par suite, elles se reduisent & o; et w; qui ont les expressions locales
(36) U:Qijyidl?j-, wy = gijyiDyj~
La différentielle extérieure de o; est donnée localement par
1 e o
(37) doy = 3 (Vigi; — Vigix + Gin Tfj)yzdxk/\dr] + gi; Dy' Ada?
d’ott il résulte que ds; = 0, seulement si ¢ = 0, c’est-a-dire g = 0.
Pour ceux qui suivent il est nécessaire de rappeler qu'une connexion linéaire V et un champ
de tenseurs g € DY(M) déterminent une connexion co-affine ou centro-projective (V, g), [1], [3].

On appelle co-torsion d'une telle connexion le champ de tenseurs 7 € D3(M) défini par la
relation

(38) T(X)Y) = Vx(gY) = Vy(gX) — g[X, Y]
qui peut s’écrire encore sous la forme

(39) T(X,Y) = (Vxg)Y — (Vyg)X + ¢T(X,Y).
Ce tenseur a l'expression locale

(40) Tiji = Vigsi — Vjigki + ghiT;fj-

A Taide de 7 on peut écrire, pour g symétrique,

(41) doy = %Tkj,iyidrkAdxj — gijdxi/\Dyj

et pour g antisymétrique

(42) ds; = -% Tkjiyidxk/\dxj + gijdxi/\Dyj.
Compte tenu de (30) et (31) on en obtient
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Proposition 2.4. La forme oy satisfait a la condition doy=— G4 pour g symétrique et a do;=G,,
pour g antisymétrique, si et seulement si la connexion centro-projective (V, g) est sans co-torsion,
c¢’est-a-dire

(43) 7=0.
Pour w; on obtient en général

dg; - N .
dwr = <§ - 9;;T9 — gkjl“;i> yidr Ady* + gijdyt Ay’ +

(44)

+ <gg:i T + is gr“) y'ytdamndat.
Si g est symétrique cette re]atiog peut s’écrire
(45) dwy = y* DgyADyF + = g”R] wY Yt da™ Adat
De (44) et (45) il résulte que dw; = 0 si, et seulement si,
1. g est symétrique, 2. Dg; =0, 3. ginfnék + gijfnﬁ =0.
La troisiéme condition étant une conséquence des deux premieres on en obtient

Proposition 2.5. La forme w; est fermée si, et seulement si, g est symétrique et covariant
constante. Dans ce cas w; est exacte et donnée par

(47) W = %’d(‘a)

Pour g antisymétrique (44) devient
1 . .
(47) dwy = ' Dy ADy* + = g”Rm“y Yz Ndxt + gi; Dy ADy

Cette relation nous suggere 'idée de considérer pour g antisymétrique la 2-forme ¢ = G5 — G4
qui a 'expression locale

(48) ¥ = g;;Dy’' ADy’.
De (47) et (48) on obtient

Proposition 2.6. Pour g antisymétrique et non singulier la forme wy satisfait a la condition
dwy = 1 si, et seulement si, g est covariant constante et la connexion linéaire est sans courbure.

Nous allons voir maintenant dans quel cas les structures G, pour g symétrique et Gy, Gs, G4,
pour g antisymétrique, sont intégrables, c’est-adire leurs différentielles extérieures sont nulles. A
cette occasion nous alons preciser et completer certains résultats obtenus par V. Oproiu [8] sur
I'intégrabilité des structures G, G3 et G4 pour g antisymétrique et non singulier.

En supposant g symétrique on obtient de (30)

1 X o1 X . .
49 dGy = =74, idxk/\er/\Dy’ — = gemR™ b da® Nda? N
9 J 2 gl
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Par suite, dG, = 0 si et seulement si
(50) Tka' = 0, g[ka;r;]é = 0

Mais, pour 7 = 0, nous avons vu que G, = —do, c’est-a-dire G, est exacte et par suite la condition
(504) est aussi satisfaite. On peut voir par un calcul direct, ou en utilisant les identités de Bianchi
pour la connexion centroprojective (V, g), que la condition (50) est une conséquence différentielle
de (501).

Pour g antisymétrique le membre droit de la relation (49) nous donne la différentielle extérieure
de GG; et par suite nous pouvons énoncer la

Proposition 2.7. Les structures G, pour g symétrique et G1, pour g antisymétrique, sont
intégrables si, et seulement si, la connexion centroprojective (V,g) est sans co-torsion. Dans
ces cas Gy et Gy sont exactes et données respectivement par

(51) GQ = —dO’h Gl = dUl.

En considérant pour g antisymétrique, la 2-forme 1) on obtient
(52) dy = Dgi; ADY' ADy + gi; Ry..y™da* Adz* ADy*
et par suite, diy = 0 si, et seulement si,
(53) Dgi; =0, gijRb, = 0.

On en obtient le résultat.

Proposition 2.8. Pour g antisymétrique et non singulier la 2-forme ¥ = G5 — Gy est fermée si
et seulement si g est covariant constant et la connexion linéaire V est sans courbure. Dans ce cas
1 est eracte et donnée par

Les structures G3 et G4, pour g antisymétrique, peuvent s’écrire sous la forme

- 4 1 4 1
(05) G3:g‘ +—ﬂ’, G4:g1 ——1/).
2 2
En tenant compte de (52) et (55) et du fait que les formes locales dz® et Dy’ sont linéairement
indépendantes on obtient que G5 et G4 sont intégrables en méme temps avec gV et 1.
Par suite nous avons la

Proposition 2.9. Pour g antisymétrique et non singulier les structures Gs et G4 sont intégrables
si, et seulement si, g est intégrable et covariant constant et la connexion linéaire V est sans
courbure.
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