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L’étude de la structure et des connexions projectives sur une variété différentiable, commencée
par H. Weyl [15] et E. Cartan [3] a préoccupé et préoccupe encore un grand nombre de géometres.
En poursuivant les travaux, consacrés a ce sujet, on peut croire que la simplicité et la dualité des
notions et des résultats, qui ont fait de la géométrie projective I'une des disciplines géométriques
les plus belles, ont disparu dans la géométrie projective des variétés.

Le but de ce travail est de donner une définition simple pour la structure et les connexions pro-
jectives et de mettre en évidence un principe de dualité dans la géométrie projective différentielle
des variétés. A cette occasion nous alllons considérer aussi d’autres structures et connexions
classiques sur une variété différentiable, qui peuvent étre regardées comme subordonnees respec-
tivement a la structure et aux connexions projectives.

Les résultats principaux de ce travail ont été communique au IV-eme Congres des mathéma-
ticiens d’expression latine, Bucarest, 17-24 sept. 1969.

1. Structures classiques associées 4 un espace vectoriel. Soit V un espace vectoriel a
n-dimensions sur le corp R des réels.

Définition 1.1. On appelle espace projectif canoniquement associé a l’espace vectoriel V| 'espace
projectif engendré [1] par l'espace vectoriel Rx V.

Il sera noté par P = P(RxV). Si 7 : RxV — P est la projection canonique, alors on
peut distinguer sur P: le point 2o = 7(1,0) nommé le centre, 'hyperplan ¢® = 7({0}x V) nommé
Uhyperplan a Uinfini et la famille des reperes projectifs,

(1) 2 =m(1,0), 2 =7(0,2;), (i,5,k=1,2,...,n),

ou {Zy, Zy, ..., Z,,} est une base sur V, nommée la famille des repéres projectifs préferentiels. Par
des considérations duales on peut associer a I'espace vectoriel V*, dual de V' l'espace projectif
P* = P(RxV*) nommé ['espace projectif dual @ P(RxV). Le repere projectif de P*, défini par
les relations

(2) & =7%(1,0), ¢t =7%(0,C"),
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oi1 {C,C?,...,C"} est la base sur V*, duale & la base {Z1, Z5, ..., Z,,}, sur V, s’appelle le corepére
projectif préférentiel dual au repére (1). On peut constater que P* peut étre identifié avec
I'ensemble des hyperplans de P. Dans cette identification, que nous allons faire dorénavant,
le centre de P* coincide avec ’hyperplan a l'infini de P et 'hyperplan a 'infini de P* coincide
avec le centre de P. D’une maniére plus générale dans cette identification, le point ¢? de corepere
{c*}, dual au repere {z,}, coincide avec 'hyperplan {zo, 21, ..., 23-1, 2341, ... 2} de {za}.

Définition 1.2. On appelle espace affine, centro-projective (coaffine) et centro-affine, canonique-
ment associé a l'espace vectoriel V, 1'espace qui s'obtient de P = P(Rx V') en fixant respectivement
I'hyperplan & linfini ¢, le centre z, ou le couple (c°, 2q) et en considérant le sousgroupe du groupe
projectif qui conserve la figure correspondante.

Au lieu de dire que nous avons associé a V' un espace projectif, affine, etc. nous dirons que
nous avons défini sur V une structure, projective, affine etc. On obtient des structures affines,
centro-projectives et centro-affines générales en prenant comme hyperplan & 'infini un hyperplan
h=n*(1,H) avec H quelconque de V* et comme centre un point p = (1, P) avec P quelconque
de V et en considérant les transformations du groupe projectif qui conservent respectivement
I'hyperplan h, le centre p ou le couple (h,p). En particulier, on obtient une structure centro-affine
semi-canonique pour P # 0, H = 0 et une structure cocentro-affine semi-canonigque pour P = 0,
H 0.

On peut considérer aussi d’autres structures subordonnées a la strucure projective en fixant
d’autres figures géométriques de P et en considérant les transformations du groupe projectif qui
conservent la figure respective. De cette maniere on obtient les structures: projective-métrique,
projective-symplectique, axiale, biaxiale etc.

2. Structures classiques sur une variété différentiable. Soit M une variété differentiable
réelle de dimension n et classe C*°, u un point de M et V,,, V" les espaces vectoriels tangent et
cotangent a M en u.

Définition 2.1. Nous appellons espace projectif tangent en u a M lespace projectif P, =
P(RxV,) et espace projectif cotangent en u & M Despace projectif P; = P(RxV;). On ap-
pelle structure projective canonique sur M la fonction qui associé a chaque point u de M l'espace
projectif tangent P,. On considére en méme temps la structure projective canonique duale, définie
par la fonction qui fait correspondre & chaque u € M I'espace prejectif cotangent P;.

Parmi les repéres projectifs préférentiels, dans les espaces projectifs tangents, nous pouvons
distinguer les repéres projectifs naturels qui sont définis par les cartes locales (U, u'), c’-est-a-dire
les reperes

7]
(3) Z():TI'<1,0). Zi:'/T<0, 8ui> (Z: 1,2,.,.,Tl),
Les corepéres projectifs naturels correspondants seront donnés par
(4) & =7*(1,0), ¢ =77(0,du"), (i=1,2,,,,,n).

On constate aisément que le caracteére préférentiel des repéres et coreperes naturels est conservé
par le changement des coordonnées, ce qui est essentiel pour nos considérations.

Remarquons aussi que les origines des reperes préférentiels sur M sont définies par le champ
de vecteurs nuls et les hyperplans a l'infini par le champ de covecteurs nuls.
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Définition 2.2. Nous appellons structure affine, centro-projective (coaffine), centro-affine cano-
nique sur M, la fonction qui fait correspondre & chaque u de M, respectivement 'espace affine,
centro-projective ou centro-affine associe canoniquement a 'espace vectoriel tangent en u a M.

On obtient sur M une structure affine, centro-projective ou centro-affine générale de classe C*,
en considérant respectivement un champ de covecteurs H, un champ de vecteurs P ou un couple
de champs (H, P) de classe C> sur M, qui ne sont pas identiquement nuls. Une structure centro-
affine semi-canonique s’obtient pour H = 0, P # 0 et une structure cocentro-affine semi-canonique
pour H =0, P # 0.

3. Connexions classiques sur une variété différentiable. Pour arriver d’une maniere
naturelle & la définition globale de la connexion projective et des autres connexions classiques
nous partons de certaines considérations géométriques locales, analogues a celles que nous avons
fait dans [6].

Définition 3.1. Etant donnée une courbe v : (a,b) — M différentiable, nous appellons transport
projectif le long de -y, une famille A d’applications projectives bijectives entre les espaces projectifs
tangents a M aux points de v qui satisfait aux conditions:

P,. Pour chaque couple ordonne de points ug, u € 7 il existe une application unique 4,,, € A
telle que
Auou : 73uo — Pu;

P,. Quel que soit ug € v, 'image d’un champ différentiable quelconque de points dans les
espaces projectifs tangents le long de v, par Ay,, et un champ différentiable.

P;. Pour tous ug, u;, u € v on doit avoir
Auom o Auw - Augu%
Py. Quels que soient ug,u € v on a

AAl

uou

= Auuo-

De ces conditions il résulte la propriété:

Ps5. Pour chaque u € v I'application A,, est 'identité de P,.

En supposant v contenue dans le domaine d’une carte locale (U, u*) et donnée par les équations
(5) u' = u'(t), t € (a,b)

alors, dans les repeéres projectifs naturels associés a cette carte, les transformations projectives
Ao de la famille A4 sont donnees par les équations

(6) xa(t) = ‘4g<tat0)$3(t0)>

nomées les équations finies locales du transport projectif .4, donné le long de 7.

Les fonctions A§(t, 1) doivent étre différentiables dans les deux arguments et satisfaire, pour
tous to, ¢ de (a, b), aux conditions suivantes, resultant de P;-Ps:
det[A%(t fo)] 7£ 0, A?(ttl)Ag(tl, to) = Ag(t to),

7
() AZ'(t to) = AS(to, 1), A%(t, 1) = 5.
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En supposant en (5) ¢, fixé, on obtient, par dérivation et élimination de z°(ty) les équations

dz®  dAS 7 {
(8) — = (o) Aj(to, )2°(1).

En mettant
(9) ""“'g = _dA'\a,(t- to)‘4;(t07 t)

on constate que ces 1-formes ne dépendent pas de tg. Par suite, compte tenu du fait que les
coordonneées projectives sont déterminees a un facteur pres, on en obtient que les fonctions z°(¢)
satisfont aux équations

10 da® L 98 5 ne e, =0,1
(10) Et—vLEa:f 2% a,B3=0,1,..n,
ol \ est une fonction de t. Les équations (10) sont appellées les équations différentielles locales
du transport projectif A, donné le long de 7.

Réciproquement, étant donnees les équations (10) ou w§ sont des 1-formes différentiables sur
7 et en notant par A§(t,1p) pour a, 3 = 0,1,...,n, les n + 1 solutions de (10) qui satisfont aux
conditions A%(to, to) = 8% on obtient pour la solution générale de (10) I'expression (6). On constate
aisément que les fonctions différentiables A%(t, o) satisfont aux conditions P;-Ps. Par suite,les
équations (6) avec les conditions (7) et les équations (10) sont équivalentes pour la définition d’un
transport projectif local le long de 7.

Un champ de points z(u) sur 7 sera appelle invariant par le transport projectif A le long de

s’il satisfait a la condition
(11) Awou(z(ug)) = 2(u), Yug,u € 7.
Localement, un tel champ est caractérisé par le fait que les coordonnees locales z*(t) satisfont a
(6) ou (10).
En passant aux coordonnees non-homogenes X* = /2% (2% # 0) et en posant

(12) Eg‘:wg—dﬁwg, (a,3=0,1,...,n),

les équations (10) deviennent

(13) dx + = + = X7 — 2 XXt =0
dt dt  dt - dt ’

nommées les équations différentielles locales non-homogénes, du transport projectif A le long de .

Par les considérations duales on peut définir un transport coprojectif le long de +, comme une
famille A* d’applications projectives bijectives, entre les espaces projectifs cotangents aux points de
~, qui satisfont aux conditions correspondantes a P;-Py. Mais, en identifiant les espaces projectifs
cotangents & M avec les espaces projectifs formes par les hyperplans des espaces projectifs tangents
a4 M, on constate aisément qu’un transport projectif A, le long de -, détermine un transport
coprojectif A* avec les équations finies locales

(14) aq(t) = Al(to, t)as(to)

et les équations différentielles locales

(15) da, WP
— — =2 a5 = Udq,.
ar at PH
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Il sera appellé le transport coprojectif dual au transport projectif A.
Les équations différentielles locales non-homogenes de ce transport seront

A4, 7 o e
16 e A A =
(16) it 0

ou A1 = ai/ao, (CLO 7£ 0)
Un champ de hyperplans a(u) sur v sera appellé invariant par le transport coprojectif A* le
long de ~ si

(17) A u(a(ug)) = a(u), Yug,u € 7.

Localement un tel champ est caractérise par le fait que ses coordonnees homogenes satisfont
aux équations (14) ou (15) ou que les coordonnées non-homogenes satisfont & (16).

Des équations (13) et (16) il résulte qu'on peut définir un transport projectif et un transport
coprojectif le long de chaque courbe différentiable v, contenue dans le domaine d’une carte locale
(U, ') si nous donnons sur U, n(n + 2) 1-formes différentielles

— _ i gk —i _pi gk =0 _ 10 7k
(18) Wy = Dodu”, W = [jpdu”, W; = Tjdu®,

ou I'ty, F};,j et '), sont des fonctions différentiables sur U.
En considérant alors une courbe v C U, donnée par (5), les systemes

dx?  duF du® du®
_ ¢ i "o R Iyt
(19) o + Ty — +F pn X k] — XX
dA o dut du du*
(20) 7 . _dt_ - Iy, — 7 ‘4 + Fko o A A; =0,

donnent respectivement un transport projectif le long de « et le transport coprojectif qui lui est
dual.
"Nous remarquons que par dualité les objets Io(I' ), T(T'};), [°(T};) se transforment par la loi

(21) Iy — —I% T — -T, T°— T,

On constate qu’au changement des coordonnees locales,les objets I, I', T se transforment respec-
tivement comme un tenseur de type (1.1), un objet de connexion linéaire et un tenseur de type
(0,2).

Les considérations précédentes nous suggerent I'idée d’adopter la définition globale suivante
pour une connexion projective.

Définition 3.2. Nous appellons connezion projective de classe C> sur la variété différentiable M,
un objet géométrique (I'p, ', I'°) donné dans les repéres projectifs naturels associés & un atlas sur
M par un champ de tenseurs I'q de type (1.1), une connexion linéaire I' et un champ de tenseurs
Iy de type (0,2), tous de classe C*™.

Pour I'y = I, le tenseur de Kronecker, on en obtient la connexion projective classique introduite
par H. Weyl [15] et E. Cartan [3].

En adoptant une définition analogue pour une connexion coprojective, on peut constater
qu'une connexion projective (I'g,I',I°) sur M, déterminé une connexion coprojective, donnée
par (=T, =T, =I'°) et nomée la connezion coprojeetive duale a (T, T, ).
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Des équations (19) il résulte que le transport projectif le long d’une courbe ~ : (a,b) — M,
dans la connexion projective (I'p, I', I'°) est donné globalement par les équations

(22) VX + To(4) = (4, X)X =0, 7(1,X) € Py,

ol 7 est le champ de vecteurs tangents a v et V 'opérateur de la dérivation covariante défini par
la connexion linéaire I'. Par suite, un champ de points = 7(1, X) sera invariant au transport
projectif le long de v si le champ de vecteurs X satisfait a (22).

Le transport coprojectif dual, le long de -y serait donné alors par les équations

(23) VsA—T%%) + To(7, A)A =0, 7*(1, A) € P,

c’est-a-dire, un champ d’hyperplans a = 7*(1, A) sera invariant par le transport coprojectif le long
de =, défini par (I'o, I, %) si le champ de covecteurs A satisfait a (23).

Définition 3.3. Nous appellons connezion affine, centro-projeetive (coaffine), centro-affine etc.
sur la variété différentiable M, une connexion projective (I'p, I, I'%) sur M, qui laisse invariante
respectivement la structure affine, centro-projective, centro-affine, etc. considerées sur M.

Des équations (22) et (23) il résulte que ces connexions sont caractérisées respectivement par
les conditions.

- Connexion affine canonique I'° = 0,

- Connexion centro-projective canonique I'g = 0,

- Connexion affine générale I'°(X) = VxH + To(X, H)H,

- Connexion centro-projective générale ['°(X) = —VxP +T°(X, P)P,

- Connexion centro-affine canonique (linéaire) I'’ = 'y = 0,

- Connexion centro-affine semicanonique I'° = 0, T'y(X) = -V x P,

- Connexion cocentro-affine semicanonique I'y = 0, I'%(X) = Vx H,

ot X est un champ de vecteurs arbitraire sur M, H est le champ de covecteurs qui détermine
le champ des hyperplans & l'infini h = 7*(1, H) et P est le champ de vecteurs qui détermine le
champ de centres p = 7 (1, P).

Une connexion projective, affine ou centro-affine dont I'g = I sera appellée respectivement con-
nexion projective, affine ou centro-affine normale. Nous remarquons que les connexions projectives
normales dans ce sens ne coincident pas avec les connnexions projectives normales de Cartan qui
en sont un cas particulier.

4. L’objet de courbure et de torsion pour une connexion classique. Nous commengons
par la définition suivante:

Définition 4.1. Une connexion projective (I, [, ['°) sur M sera appellée plate si pour chaque
point u de M il existe un voisinage U tel que le transport projectif de P, en P, pour tout v € U,
ne dépend pas de la courbe v le long de laquelle on fait ce transport.

Cette condition est équivalente au fait que sur le domain de toute carte locale le systeme

axt

2 —_ =
(24) our

—Tjo — I X7 + T, X7 X
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doit étre complétement intégrable. C’est a dire

X! X1

(25) outout  ourout

Rl — Ry X9 4 Ry, XIX' =0
et par suite
(26) Ry =0, Ry; =0, Ry =
ol
Riyo = 0T — OkTh + Tyl — T Tl = Vil = Vil + T3 Tho,
(27) Riy; = Ky + Tiglhy = Ti g — (Tl — Thal 205,
R?kj = agrﬁj — 8kF2j - I‘ergh + rzjl—‘?h = V[FEJ VI i+ T[’LFBJ

et K, T sont les tenseurs de courbure et de torsion de la connexion linéaire I'.
Les objets Ro(Rjy), R(Rj,) et R°(R};) sont des champs de tenseurs respectivement de type
(1,2), (1,3) et (0,3) sur M. Ils ont les expressions globales suivantes:
Ro(X,Y) = Vx(To(Y)) = Vy(To(X)) = To([X,Y]) =
= (VxT)Y — (VyTo)X + To(T(X,Y)),
R(X,Y) =K(X,Y)+To(X)®IY) - To(Y) @ IO(X)—
= [(To(X),TO(Y)) = (To(V), (X)) @ 1
R(X,Y) = Vx(I°(Y)) = Vy(I°(X)) - I°([X,Y]) =
= (VxI)Y — (VyI)X + IUT(X,Y)),

Nous sommes conduits & la définition suivante

Définition 4.2. Nous appellons objet de courbure et de torsion pour une connexion projective
(o, I, T%) sur M, T'objet géométrique défini dans les repéres projectifs naturels par les tenseurs
Ro, R et R°, donnés par (28).

Ry sera appelle le tenseur de torsion, R le tenseur de courbure et R le tenseur de cotorsion.
On peut énoncer maintenant

Théoréme 4.1. Une connezion projective est plate si et seulement si son objet de courbure et de
torsion est nul.

En considérant la connexion coprojective duale & (Io,T,I'%) on déduit qu’ elle est plate en
méme temps que (o, [, T°%) et que par dualité I'objet de courbure et de torsion se transforme
selon la loi

(29) R() R "R07 R — —R, RO — _RD.

Pour une connexion affine (I'g,T,0) on a R® = 0 et R = K. Pour une connexion centro-
projective (0, T, %) nous avons R = K, Ry = 0. Dans le cas d'une connexion centroaffine (linéaire)
(0,T,0) nous avons R® = Ry = 0 et R = K. Pour une connexion centroaffine semicanonique
(=VP,I,0) on a Ry(X,Y) = K(X,Y)P, R = K, R® = 0 et pour une connexion cocentro-affine
semicanonique (0,,VH) ona Ry = 0, R = K et R°(X,Y) = K(X,Y)H. Enfin, pour une
connexion projective, affine ou centro-affine normale on a Ry =T
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5. La carte dans une connexion projective, le long d’une courbe. Soit v : (a,b) — M
une courbe différentiable par morceaux sur M.

Définition 5.1. On appelle la carte des espaces projectifs tangents le long de la courbe v sur
Uespace projectif tangent en un point y(to) € v, dans la connezion projective (Ty, T, T°) la famille
des applications projectives A, )y(to) : Pyt) — Prto)» t € (a,b), définies par le transport projectif
le long de 7 dans la connexion donnée.

Si «y apartient a un voisinage de coordonnees U et est donnée par les équations (5), alors a un
point de coordonnees z*(t) dans le repere naturel en P, correspond par le transport projectif
Ay )4to) le point de coordonneées Z*(t) par rapport au repere naturel en Py, donnees par les
équations

(30) T2(t) = AS(to, 1)2°(2).

qui sont appellées les équations locales finies de la carte le long de v. A la famille des reperes
naturels {z,(¢)} aux points de v il correspond, par suite, la famille des repéres {Z,(¢)} situés dans
P, ) donnés par

(31) Za(t) = AZ(to, t)25(to),
Par dérivation et élimination de z3(lo) on en obtient les équations

dze WP _
(32) dt - E‘ <83y

nommeées les équations différentielles locales de mouvement du repére mobil.
Par dualité on obtient, pour la carte des espaces projectifs cotangents le long de v, les équations
locales finies

(33) Ga(t) = AZ(t,to)as(to)

et les équations de mouvement du corepére mobile

R

Enfin, par des particularisations convenables, on obtient les équations de la carte, dans une con-
nexion affine, centro-projective ou centro-affine, le long d’une courbe ~.

6. Equations de structure et identités de Bianchi. Pour donner une autre interprétation
géométrique de 'objet de courbure et de torsion nous considérons une variété & deux dimensions
My sur M, contenue dans un voisinage de coordonnees U et donnée par les équations

(35) u' =u'(t,7), t,7 € (a,b).

Considérons le point u € My, correspondant a ¢t = 7 = 0 et les champs de vecteurs

a 7]
36 d=—=—dt, §=— dr,
(36) at -’ ar
ou dt et dr sont des constantes dont les puissances > 3 sont négligeables. Soit uu'u"v" le ”paral-
lélogramme infinitésimal” sur M, déterminé par les courbes t =0, 7 =0, t = dt et 7 = d7. Dans
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la carte le long de uw/v” on obtient pour image du repére naturel {2} associé & u” le repere {2, }
donné par

2= z2q 4 dzg + 024 + 0dz,.
Dans la carte le long de uw”’u” on obtient pour 'image du repére {2/} associé & u”, le repere {27, }
donné par

2, = 20 + 024 + d2g + dé2,.

Compte tenu des équations (31), on obtient pour la variation Az, des images du repere {2/}
en u”, dans les cartes le long de uuu" et uu'u”, 'expression

(37) Azg =7 -7 = —08(d, )z,
ol

B_ 1.8 1 BA
(38) 08 = dw? + Wiy

Les 2-formes
=0 / (
(39) Q, =0 - 6200

s’expriment seulement avec les 1-formes w’ et leurs différentielles extérieures. Ces 2-formes
s’appellent les 2-formes de courbure et de torsion et satisfont aux conditions

: o 1, .
Qo = dwh + WATG = 5 R, oduAdu”,

i X ) ) . 1
(40) Q) = dw} + T AT} — TN, — STHATG = 5 R, duAdu,

1

a° 0, —on—h _ L po o k
Qj = dI?+uv,ij =3 Rék]-du Adu”.

nommés les équations de structure de la connexion projective (I'o, T',T).
Par des considérations duales, on obtient pour la variation des images du corepere naturel en
/", le long de uu"u" et uu'u"

(41) A = ~Qf§(33

Par suite, les images du repére (corepere) naturel au point ", dans la carte le long de uu'u" et
wuv", coincident pour tout u € M et tout parallélogramme infinitésimal wu'u"u" si et seulement
si Q@ = 0, ¢’est-a-dire la connexion projective (I'g, [, I'°) est plate. Les points origines des images
du repeére en u” coincident si et seulement si QO = 0 et par suite la connexion prOJectlve est
sans torsion. Enfin, les hyperplans & l'infini de ces images coincident si et seulement si Q =0,
c’est-a-dire la connexion (T, T', %) est sans cotorsion.

Sans nous arréter aux équations de structure pour les connexions affines, centro-projectives
ou centro-affines nous allons établir les identités de Bianchi pour une connexion projective. Des
équations (40) il résulte par différentiation extérieure les identités

Z (V’CRZmO + TIfICR;sz - Riéhﬂ%o) =0,

cicl(k.£.m)

(42) Z [VkRémj T hm] ( k[’OFO Rk[] mO) (RMO - Rz[hrﬁn())éﬂ =0
cicl(k.£.m)

Z (VKR?m] + TI?[R?Lm] Rkljrgnh) 0.

cicl(k,£.m)
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Globalement, les identités de Bianchi peuvent s’écrire sous la forme

S [(VxRo)(Y, 2) + Ro(T(X,Y). Z) = R(X,Y)To(2)] = 0,
cicl(X,Y,Z)
Y [(VxR(Y.Z) + R(T(X,Y),2) - (Ro(X,Y) @ T°(Z)~
(43) ciel(X,Y,2)
~RY(X,Y)&l0(2))— ((Ro(X,Y), [°(Z2))—(R*(X,Y), T's(2))) @I=0,

S (VxRUY, Z) + R(T(X,Y), Z) = R(X,Y)[°(Z)] = 0.

cicl(X,Y,Z)
Les identités de Bianchi se réduisent pour une connexion affine (I'p, [, 0) & (43,) et

(44) Y. [(VxR)(Y.2)+ R(T(X,Y), Z)} =0

cicl(X.Y,Z)

et pour une connexion centro-projective (0, ', %) & (433) et (44).
Dans le cas d’une connexion centro-affine (linéaire) (0, , 0) les identités de Bianchi se réduisent
& (44). Enfin, pour une connexion affine normale (I,T,0) les identités (43) se réduisent a (44) et

(45) > (VaD(Y.2) + T(T(X.Y). Z) — R(X,Y)Z] =0,

cicl(X.Y,Z)

qui d’habitude sont considerées les identités de Bianchi pour la connexion linéaire T'.

7. Géodésiques d’une connexion classique. A une connexion projective on peut attacher
deux familles de courbes qui seront appellées géodésiques et cogéodésiques et qui sont duales entre
elles.

Définition 7.1. Nous disons qu'une courbe 7 : (a,b) — M est une géodésique pour la connexion
projective (I, T, T'%), si les images dans la carte des centres zy(t) des espaces projectifs tangents
P, aux points de v, sont situés sur la méme droite.

C’-est-a-dire, il existe les fonctions réels a et [ telles que

d*% dzo = -
46 — =a —- + 0z
(46) e -
Compte tenu de (31) cette condition se réduit localement &
d (T} wi wh o
47 — (X0 Zh oy X0
(47) i (dt) RPTEP TR

qui globalement peut s’écrire sous la forme
(48) V5 (To()) = ATo(9)-
Par suite, on a

Théoréme 7.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la courbe v : (a,b) — M soit
géodésique pour la connexion projective (I'o, T',I'°) est qu’il existe une fonction A tel que le champ
de vecteurs % tangents a v, satisfait a l'équation (48).
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Par des considérations duales nous arrivons a la

Définition 7.2. Nous disons que la courbe v : (a,b) — M est une cogéodésique pour la
connexion projective (I'o, I, T°) si les images dans la carte, des hyperplans, & l'infini ¢%(¢) des
espaces projectifs tangents P, aux points de ¥, passent par la méme hyperdroite (sous-espace
de codimension 2).

Par suite, il existe les fonctions réelles o' et 3’ telles que

42 de®
49 — =d — 4+ 8.
(49) az - C o TP

D’apres (34) cette condition se réduit localement &

d /=° oh 0 o0
(50) Rl A N Ryt A
dt \ dt dt dt dt

qui globalement prend la forme
(51) V5(T°(9)) = ul°(%).
Nous avons, par suite

Théoreme 7.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que la courbe v : (a,b) — M soit
cogéodésique pour la connezion projective (Io, T', I'°) est qu'il existe la fonction p telle que le champ
de vecteurs % tangents a v satisfait a ['équation (51).

Pour une connexion affine (Ty, T, 0) les géodésiques coincident avec les géodésiques de toute
connexion projective (I'g,I',T°) et les cogéodésiques sont indéterminées. Pour une connexion
centro-projective (0, ", %) les géodésiques sont indéterminees et les cogéodésiques coincident avec
les cogéodésiques de la connexion projective (I'o, I', T°) quel que soit 'g. La connexion centro-affine
(linéaire) (0,T,0) a les géodésiques et les cogéodésiques indéterminées. Enfin, pour la connexion
affine normale (I,T",0), les géodésiques sont donnees par ’

(52) V5(3) = M,

c’-est-a-dire elles sont les courbes considerées d’habitude comme géodésiques de la connexion
linéaire I.

Nous terminons ce travail avec la remarque que la méthode utilisée ici peut étre appliquée
a Iétude des autres structures et connexions subordonnees respectivement a la structure et aux
connexions projectives sur une variété différentiable.
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