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Parmi les fibrés associés d’une maniére canonique & une variété différentiable, le fibré des
tenseurs de type (1,1) présente un intéret particulier. A c6té des propriétés géométriques généralles
des fibrés vectoriels [1], [2] et tensoriels [5], le fibré des tenseurs de type (1,1) possede des propriétés
speciales, remarquables, déterminees par sa structure de fibré en algebres associatives et par suite
en algebres de Lie, sur le champ R des réels.

Ce travail est le premier d'un cycle consacré a 1’étude de ce fibré.

1. Introduction. Soient M une variété différentiable 4 n dimensions, de classe C*, E I’ensemble
des tenseurs de type (1,1) sur M et # : E — M la projection canonique. En associant
a chaque carte locale (U, ¢, R") sur M, les triplets (77 1(U), ®, R*xR") et (U, 4, gl(n, R)), ou

D(t,) = ((2',y}) avec p(p) = (z'), t, = v} 1 ® da? et ¥(t,) = (p,y = llyill), on obtient une
structure de variété différentiable de classe C sur E et une structure de fibré vectoriel (F,w, M)
de classe C™ avec la fibré type gl(n, R). En considérant I'application 7, : gl(n, R) — E, donnée
par

N
(1) (y) = Y; o ® da’,
on en obtient pour p € M et ¢, y" € gl(n, R),
(2) o oY) = 5(y) o ("), (Y ¥") = [m), ()]

Par suite, (E,m, M) est un fibré en algebres associatives et en algebres de Lie, localement trivial.
L’ensemble T'(E) des sections C> sur E est une algebre associative et une algebre de Lie sur
l'anneau F(M) des fonctions réelles C* sur M. Le triplet (K, 7, M), ot K est 'ensemble des
tenseurs de type (1,1) nonsinguliers sur M et m; = 7k, est un fibré en groupes de Lie, localement
trivial, avec la fibré type GL(n, R). (E,w, M) est le fibré en algebres de Lie correspondant et K
est une sous-variété ouverte de F.

Un changement de coordonees locales sur E, induit par un changement sur M, est donné par

-1 s il a.’ri, ; 8IJ
(3) gt =z"(z), Yy = D y; 327
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La matrice jacobienne de ce changement est
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Par suite, les coordonnees d’un vecteur A et d’un covecteur o sur £, donnés par
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se transforment respectivement suivant les lois
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2. Relévement vertical (r.v.). A chaque fonction f € F(M) nous associons la fonction
fY = fox sur B, qui s’appelle le relévement vertical de f. On obtient une application

V : F(M) — F(E) qui est un monomorphisme d’ algbres sur R et par suite F(M)V = V(F(M))

est une algebre isomorphe & F(M). Plus généralement, soit D (M) le F(M)-module des champs

de tenseurs C de type (r,s) sur M et D*(M) la sous-algébre de l'algebre tensorielle D(M),

définie par D* (M) ZDTH . En faisant correspondre a tout champ T € DI, (M) le champ
r.520

TV € DI(E) donné localement par

Ti,-mi,» _a_®®_a_®d]1®®djr'~ V_
J1.Jrdr+1eJrts aﬁril 81‘“ T i =
(7) 3 5
T Garesnes OF m € 5 ® e ® - @ dair.
Jr

et nommé le relévement vertical de T, on obtient une application V : D*(M) — D(E) qui, avec
Papplication V : F(M) — F(E), constitue un dimorphisme d’algebres.

En particulier, si w est une 1-forme sur M, son r.v. est la 1-forme wV donnée par w¥ = w;omdz’.
Si S est un champ de tenseurs de type (1,1) sur M son r.v. est le champ de vecteurs SV sur E
défini par

a
8 SV = Sl .
® 5
On a en particulier,
. . 9 AN 5
(AN J 7 _ .
(9) (dz") dz', <——8:r,i ® dz ) —ay;



Il est utile de considérer, pour s = 1,2, ..., 'application i : D}, (M) — D?(E) définie par

1+s
10 (13, . 2 e do @ de doi*) = yIT}, , onde’ @ --- © da*

En particulier, pour S € Dj(M), on obtient iS € F(FE) donné par
(11) iS(ty) = Si(p)yl, Vt, € E.

On peut considérer aussi pour S € D}(M) I'application ig : D} (M) — DY(E), donnée par

(12) ig (TJZJl] 5 QA @dr" ® - ® dx”) = SIT:, . omda! @ - @ dad.
Pour T € D}(M) on en obtient
(13) isT =Tr(SoT)om.

Un champ de vecteurs A sur E s’appelle champ vertical s'il appartient a la distribution verticale
i.e. m'(A) = 0. Par suite, un tel champ a I'expression locale

(14) Alty) = £(z.9) 57

i
11 est aisé de voir q’on a la propriété caractéristique:
Proposition 2.1. Un champ de vecteurs A sur E est vertical si et seulement si

(15) A(f")=0, VfeFM).

En mettant pour chaque 7 € Rett, € £
(16) h(t,t,) =expt-t,

on obtient une action de classe C*°, h : Rx E — E, du groupe additif R sur FE, nommé le groupe
des homothéties de E. Ce groupe engendre un champ de vecteurs vertical C sur F nommé le
champ canonique et donné par

8 .
Y}

17 Clty) =4

En remarquant qu'un champ de vecteurs C* sur E est uniquement déterminé par ses valeurs
sur les fonctions de la forme iS, avec S € Dj(M), on obtient pour C la caractérisation suivante.

Proposition 2.2. Le champ de vecteurs C sur E est le champ canonique si et seulement si
(18) C(iS) = iS, VS € D;(M).
Un autre exemple de champ de vecteurs verticaux est donné par les r.v. des champs de tenseurs

de type (1,1) sur M.
On peut établir pour ces champs la caractérisation suivante:
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Proposition 2.3. Un champ de vecteurs A sur E est le r.v. d’'un champ de tenseurs TeDi(M),
A e TV, siet seulement si

(19) A(iS) =Tr(SoT)om, VS € Di(M).

Une autre caractérisation pour les r.v. des champs de tenseurs (1,1) sur M est donnée par la

Proposition 2.4. Un champ de vecteurs A sur E est le r.v. d’un champ de tenseurs (1,1) sur
M si et seulement si

(20) LcA=-A,
ol Le est la dérivée de Lie par rapport au champ canonique C sur E.

Soient maintenant A et B deux champs de vecteurs verticaux sur E, donnés dans une carte
locale par

) 0 . 0
21 A= 1424 N e B = B1~ ) -
(21) A= Al(z,y) o (2, y) o
En posant
. 0
22 AoB=AiB" —
( ) © )LB] 8y;-’

il résulte de (6) et (21) que A o B est aussi un champ de vecteurs vertical sur E. Il est facile de
voir que I'application (A, B) — Ao B déterminé sur I'ensemble VD'(E), des champs de vecteurs
verticaux, une structure d’algebre associative sur F(E). Par suite en mettant

(23) {A,B}=AoB—BoA,
on-obtient sur VD*(M) une structure d’algebre de Lie sur F(E). Pour S,T € D;(M) on a
(24) (SoT) =8V oTV, [S,T)V ={SV.T"}.
et par suite
Proposition 2.5. Le relévement vertical
Vi (F(M), Di(M)) — (F(E),VD'(E))
est un dimorphisme d’algébres associatives et d’algébres de Lie.

Vu que la distribution verticale sur E est intégrable, sur VD'(E) on a une autre structure
d’algebre de Lie, induite par le crochet habituel pour deux champs de vecteurs sur E. Pour
f.ge F(M)et AABc VDY (E)ona f'A+g"BeVD'(E) et [fYA, B] € VDYE), i.e. VDY(E)
est une algebre Lie sur F(M)Y. En posant, pour S € D} (M)

(25) ¥(8) = {C. 5"},
on obtient une application  : D} (M) — VD!(E) pour laquelle on a
(26) Y([8,T)) = v(8),1(T)], ¥S.T € Dy(M).
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11 en résulte
Proposition 2.6. Le couple d’applications
(Vi) : (F(M),Dy(M)) — (F(E)",VD(E))
est un dimorphisme d’algebres de Lie.

Remarquons qu’en mettant pour tout A € VDY(E), TrA(t,) = Ai(t,) on obtient une fonction
C* sur F.

Une 1-forme sur E qui est egale & zéro sur la distribution verticale s’appelle 1-forme verticale.
Le r.v. d’une 1-forme sur M est un exemple de 1-forme verticale. Pour une telle 1-forme on peut
établir

Proposition 2.7. Une 1-forme a sur E est le r.v. d’une 1-forme sur M si et seulement si

(27) Lea = 0.

Foliation canonique. De la loi 2) il résulte qu’en mettant

(28) filty) = Te(t,)F, k=1,2,..,n,

on obtient n fonctions de classe C, f, : E — R. Par suite, les équations
(29) fe=c, k=1.2,..,n,

avec ¢; € R, définissent une foliation sur E nommeée la foliation canonique. Les champs de tenseurs
de type (1,1) sur M, qui appartiennent & cétte foliation ont 1& spectre constant et jouent un role
important dans la géométrie différentielle de M [3], [4], [6]. Les 1-formes différentielles exactes

(30) L o=k k=1,2,.,m,
sont des 1-formes verticales sur E qui ont les expressions locales
(31) erlty) = Wiyl k=1,2,...n.

o, sera appellée la 1-forme canonique de degré k — 1.
De (2) et (3) il résulte que les expressions

0

(32) vk(ty) = (V")) 5%

- — k=1,2,...,n
1 By /

définissent n champs de vecteurs verticaux sur E. vy sera appelle le champ de vecteurs canonique
de degré k— 1. On a vy = C.

Le nombre des vecteurs (32), linéairement indépendents dans un point t, de E, est égal au
degré du polynéme minimal de ¢,. On obtient pour v, (k =1,2,...,n) la caractérisation suivante

(33) vg(iS)(t,) = Tr(t;‘;_l 0 S)(p), VS € DI(M).
On remarque aussi, pour h,k = 1,2, ..., n, les relations
(34) (onsvi) (tp) = Tr(tp)" ™1, [vn, ve] = (k = h)Upsp—o.
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3. Reléevement complet (r.c.). En suivant A. Ledger et K. Yano [5], & toute dérivation D de
I’algebre tensorielle D(M) nous associons un champ de vecteurs D° sur E' défini par

(35) De(iS) = iD(S), ¥ S € D;(M)

et nommé le relévement complet de la dérivation D. Si dans une carte locale, D = (DY, D;.), alors
pour le r.c. D¢ on obtient dans la carte correspondante

(36) D = (D', 4D = Dyyy)-

De (35) il résulte

(37) (D1 + D,)° = D + D5, (aD)® = aD¢, [Dy, Do) = [D§, Dj)

et par suite on a

Proposition 3.1. Le r.c. ¢: Der(D(M)) — D*(E) est un morphisme d’algebres de Lie sur R.
De (31) et (36) on obtient

Proposition 3.2. Le r.c. d'une dérivation de D(M) est un champ de vecteurs tangents a la
foliation canonique.

On a aussi de (26) et (25):

Proposition 3.3. Le r.c. d'une dérivation D de D(M) est un champ vertical si et seulement s'il
est induit par un champ de tenseurs T de type (1,1) sur M. Dans ce cas on a D° = T).

Remarquons les relations
(38) De(f)=(D(f))V, [D°,C)=0, [D°, TV]=(DT)", [D°,7(T)|=+(DT)

/

pour f € F(M), D € Der(D(M)) et T € Di(M).

On appelle relevement complet d'un champ de vecteurs X sur M le r.c. de la dérivation de
Lie définie par X,
(39) X¢=(Lx)".

Si dans une carte locale X = (X?), alors

i h
(40) X¢ = ()(i, @_ yh yi ox ) '

gz 77 T B
De (35) il résulte

Proposition 3.4. Le champ de vecteurs X¢ sur E est le r.c. du champ de vecteurs X sur M si
et seulement st

(41) X°(iS) = i(LxS), VS € DI(M).

On en obtient

(42) (X1, X = [XT, X3,

166



et par suite on a
Proposition 3.5. Le r.c ¢ : D}(M) — DY(E) est un monomorphisme d’algébres de Lie sur R.

4. Relévement horizontal (r.h.). Une connexion linéaire V sur M détermine une loi de
dérivation sur le fibré vectoriel (E,w, M) notée aussi par V et définie par .

(43) VxS =VxoS—SoVy.
Pour la courbure R* de cette loi de dérivation on a
(44) R%yS = [Rxy,S] VX,Y € D(M), S e Di(M).

Il en résulte que la loi de dérivation V est sans courbure (R* = 0), ou a parallélisme absolu
des fibrés de (E, 7, M) si et seulement s’il existe une 2-forme a sur M, telle que

(45> * R:Q®I7

ou [ est le champ de tenseurs de Kronecker. Si la connexion V est sans torsion (T = 0), alors la
condition (45) équivaut, pour n > 2 & R = 0 et pour n = 2 a I'annulation du tenseur de Ricci de
v, [7].

La relation (45) caractérise aussi le fait que la connexion V sur M est avec parallélisme absolu
des directions [7].

On appelle relevement horizontal pour un champ de vecteurs X sur M, relatif, a la connexion
V, le r.c. de la dérivation Vy,

(46) XH = (Vyx)e

De Dexpression locale Vx = (X, Ffleh) et de (36), il résulte

(47) X7 = (X1, =G, X",
ou
(48) G%j = F;wy]e - yéfﬁj-

De (35) et (46) il résulte

Proposition 4.1. Le champ de vecteurs X¥ sur E est le m.h. d'un champ de vecteurs X sur M
si et seulement si

(49) XH(i8) =i(VxS), VS € Di(M).

Compte tenu de (41) on en obtient
(50) X7 = X4 4('VX),
olt {V est la connexion transposée a V, i.e.
WxY =VyX +[X,Y]VX,Y € D'(M)

1l en résulte
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Proposition 4.2. Le r.h. du champ de vecteurs X coincide avec son r.c. si et seulement s’il
erists A € F(M) tel que

(51) tWyX = )Y, VY € D}(M)
i.e. X est concourant dans la connezion V.
De (50) on a
(52) X, V)7 = [XH YH] + 4(Rxy), VX,Y € D'(M).
On en obtient

Proposition 4.3. Le r.h. H : D} (M) — D(E), associé a la connexion V sur M, est un
monomorphisme d’algébres de Lie sur R si et seulement si la loi de dérivation induite par V sur
E est sans courbure.

Remarques aussi la relation
(53) (X, VH) = [XH YH] 4+ 4((LxV)(Y)), VX,Y € D'(M).
Une 1-forme a sur E s’appelle 1-forme horizontale si on a
(54) (X)) =0, YX € D'(M).
De (47) et l’expression locale a = (a, a?) on obtient pour une 1-forme horizontale,
(55) ap = -G}l

et par suite

(56) a= aféy},
ou
(57) byl = dy; + szdxh.

A tout champ de tenseurs T € D} (M) on peut associer une 1-forme horizontale ar sur E, définie
par

(58) ar(SV)=Tr(SoT)om, ar(X*)=0VX e D'(M), SeDi(M),
et qui a 'expression locale

(59) ar = T8y

On a aussi la relation utile

(60) ar(y(8)) = Tr(C o [S,T]").

Pour la différentielle extérieure de air on en obtient

dar(SV,UV) =0, 2dar(SV,XH) = —Te(VxT o S)V
QdeT(XH, YH) = TI‘(C o [ny, T}‘)
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et par suite

Proposition 4.4. La 1-forme horizontale ar, associée au champ T € DI(M) par les relations
(58), est fermée si et seulement si le champ T est covariant constant.

Dans ce cas ar est méme exacte et on a ar = d(iT).
On appelle relévement horizontal pour un champ de tenseurs f € D} (M), le champ de tenseurs
fH € D}(E) donné par
(61) FESYY=1f,9Y, fAXT) = [f( X)), VX € D' (M), S € D}(M).
Compte tenu de (8) et (50), on en obtient
(62) FIXE) = [(FOO) = {77, 2(Vx)}, VX € DY(M)
Pour le champ de Kronecker I sur M on trouve comme r.h. le champ h € D!(E) donné par

(62) R(SY) =0, h(X#) = XH VX e D'(M), SeD'M),

i.e. le projecteur horizontal associé a la connexion V. En mettant alors F' = I — 2h on obtient la
structure presque-produit associee & la connexion V, pour laquelle on a

(63) F(SY)=8Y, F(X") = —X".

Localement F' a 'expression

(64) F=

—4 0 }

2G4, b1.0% '

Pour le tenseur de Nijenhuis de F, on a

(65) Ne(SY,TV) =0, Np(X®.TV) =0, Np(X",Y?) = —4y(Rxy).
Par suite il en résulte, compte tenu de (45)

Proposition 4.5. La structure presque produit sur E, définie par la connexion V sur M, est
intégrable si et seulement si la loi de dérivation induite par V sur le fibré (E,m, M) est sans
courbure.

A la connexion V sur M on peut associer aussi le champ de tenseurs § € DY(E) défini par
(66) SV, TV) =Tr(SoT)V, 6(SV,X") =X SV) =0 X" YH) = 0.
Ce champ est symmétrique et de rang constant n?. Il a I'expression locale
GhGl, Gl

(67) b= T
Ghi G0

qui peut s’écrire encore, en mettant dy = [|dy}||

(68) 6 = Tr(dy)>.
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De (66) il résulte que I’équation
(69) 0(A) =0

détermine une distribution sur E qui coincide avec la distribution horizontale définie par la con-
nexion V.
Si T € D}(M), alors pour la 1-forme horizontale ar € DY(E), définie par (58), on a aussi

(70) ar =6(TY).

Les champs F et 6 sont liés par la relation

(71) O(FA B)=0(A,FB)=0(A,B), VA, B € D'(E).
Remarquons aussi les relations

(72) LeF =0, Lot =26

ou C est le champ de vecteurs canoniques.
On appelle relévement horizontal d’une connexion V sur M, la connexion V¥ sur L donnée
par

(73) VETV =0, VE XH =0, VE,57 = (VxS)", VI YH = (VxY)H.
Pour la courbure R et la torsion T de V¥ on a
ES\*TV =0, és\r’xH =0, ﬁxllyll = [Rxy]H

74
™ T(SV,TV)=0, T(SV,XH) =0, T(X",YH) = [T(X,Y)]¥ — v(Rxy).

Par suite, on en obtient

Proposition 4.6. Le r.h. V¥ de la connezion V est sans courbure si et seulement si V est sans
courbure.

Proposition 4.7. Le r.h. V# de la connezion V est sans torsion si et seulement si V est sans
torsion et la loi de dérivation induite par ¥V sur (E, 7, M) est sans courbure.

Par suite, V¥ est plate en méme temps que V. Remarquons enfin les relations:

(75) VAF =0, VHo=0.
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