19 Une structure parakahlérienne sur le fibré tangent
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Les structures paracomplexes, parahermitiennes et parakéhlériennes ont été considérées par
P. Rachewski [8], P. Libermann [6], M. Prvanovi¢ [7], A. Chirokov [9], K. Yano [11] et d’autres
géométres qui ont mis en évidence leur grande analogie respectivement avec les structures com-
plexes, hermitiennes et kdhleriennes. Mais un probleme important qui se pose est de donner des
exemples non trivieux de variétés différentiables qui possedent de telles structures.

Let but de ce travail est de montrer que le fibré tangent a toute variétés différentiable C*°, para-
compacte, possede une structure presque parakihlerienne et que cette structure est parakdhlerienne
si et seulement si la variété admet une métrique riemannienne sans courbure. A cette occasion
nous établissons aussi une série de résultats, pour les structures presque paracomplexes, analogues
a ceux de P. Dombrowski [3] pour les structures presque complexes, sur le fibré tangent.

1. Soient M une variétés différentiable de classe C*>°, F(M) I'anneau des fonctions réelles C'*
sur M et DI(M) le F(M)-module des champs de tenseurs du type (r,s) et classe C> sur M.
On appelle structure presque produit sur M une structure définie par un champ de tenseurs
F € D}(M) qui satisfait & la condition F? = I. A une telle structure on peut associer deux
distributions supplémentaires H et V' sur M donnees par

H,={X, € T,M | F,(X,) = —X,}, V,={X, € T,M | F,(X,)=X,}, pe M,

et nommeées respectivement la distribution horizontale et la distribution verticale de F'. La struc-
ture presque produit F' s’appelle presque paracomplexe [6] si la dimension de M est paire et les
valeurs propres =1 de F ont la méme multiplicité. La structure F' est intégrable, c’est-a-dire, les
distributions H et V sont involutives, si et seulement si le tenseur de Nijenhuis de F, donné par

N(X,Y)=[X,Y] - F[FX,Y] - F[X, FY] + [FX,FY], X,Y € D'(M),

est égal a zéro. Une structure presque paracomplexe intégrable est dite paracomplexe.
Une connexion linéaire V sur M s’appelle connexion presque produit ou F-connexion si on a

VxF =0,¥X € D'(M). L’ensemble de ces connexions est donnée par [1] V = llf(%) + Q(o), ou

V est une connexion quelconque fixé, o € Di(M) et

1 1
I(V)y = §Fo VxF, Qo)x = 3 (ox + FooxoF), VX € D(M).
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On déduit [10] que F est intégrable si et seulement s'il existe une F-connexion V sans torsion.

Une structure presque métrique sur M est une structure définie par un champ de tenseurs
G € DY(M) symétrique et non dégénéré. On appelle structure presque parahermitienne sur M
une structure définie par un couple (F,G) ol F est une structure presque produit et G une
structure presque métrique, lies par la condition de compatibilité G(FX,FY) = —=G(X,Y),
VX, Y € DYM).

1l en résulte que M a la dimension paire 2n, F' est une structure presque paracomplexe, G est
une métrique pseudo-riemannienne de signature (n,n) et les distributions H et V' sont isotropes
pour la métrique G. En mettant dans ce cas ®(X,Y) = G(X,FY),VX,Y € D'(M), on a

B(X,Y) = -0V, X), B(FX,FY) = —®(X,Y), VX,Y € D}(M),

c’est-a-dire, ® détermine sur M une structure presque symplectique antiinvariante par F. Si V
est la connexion Levi-Civita de G, par un calcul analogue & celui fait dans ([5], p. 148), pour les
structures presque hermitiennes, on obtient

2G((VxF)Y,Z) + 3d®(X,Y, Z) + 3d®(X,FY,FZ) + G(FX,N(Y, Z)) = 0.
11 en résulte

Théoreéme 1. Pour une structure presque parahermitienne (F,G) les conditions suivantes sont
équivalentes:

1) La connezion Levi-Civita de G est une F-connezion.

2) La structure presque produit F est intégrable et la 2-forme ® est fermée.

Une structure presque parahermitienne (F, G) s’appelle parahermitienne si la structure F' est
intégrable. Dans ce cas la connexion Levi-Civita de G est une F-connexion si et seulement si @
est fermée. On appelle structure presque parakdhlhienne une structure presque parahermitienne
(F,G) pour laquelle la 2-forme ® associée est fermée. Dans ce cas la connexion Levi-Civita de G
est une F-connexion si et seulement si F est intégrable.

Une structure presque parakahlerienne (F, G) pour la quelle F est intégrable s’appelle structure
parakéhlerienne. Ces dernieres structures ont été introduites par P. Rachewski [8]. -

2. Soient M une variété n-dimensionelle paracompacte de classe C* et 7 :TM— M son fibré
tangent. A une carte locale (U, ) sur M, avec ¢(p) = (z*), il corresponde sur TM une carte
(7 Y(U), ¢) avec 6(v,) = (z',y'), ott v, = y'0/dz". Pour une fonction f € F(M) soit f¥' = for
son relévement vertical. En mettant pour un champ de tenseurs T € D} (M)

N5, 0/02™ @ -+ ® 0/0a™ ® do! ® da” @ -+~ @ da’*) =

= (/T2 9/02" @ -+~ ® §/92™ @ dah @ - -+ @ da’),

Jii--Js

on obtient un champ de tenseurs v(T') € DL(TM). En particulier pour w € Dy (M) et S € Dy (M)
ona
Y(wjda?) = yiw;, (S;0/0x" ® da?) =/ S10/0y".

A un champ de vecteurs X € D'(M) on peut associer son relevement vertical XV € DY(TM),
caractérise par XV (yw) = w(X)", Vw € Dy(M). Le relevement horizontal X# d’un champ
de vecteurs X € D'(M), par rapport & une connexion linéaire V, peut étre caractérise par
X (yw) = y(Vxw), Vw € Dy (M). A la connexion linéaire V sur M on peut associer le champ
F € D}(M) donné par

(1) F(XH) = X", F(XV)=X".
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Comme la dimension de TM est 2n, F est une structure presque produit, ([4], [12]) dont les
distributions associées H et V sont les distributions horizontale de V et verticale de TM et par
suite de la méme dimension n, il en résulte que F déterminé sur TM une structure presque
paracomplexe. De 'expression du tenseur de Nijenhuis pour F,

N(XH YHy = —27R(X,Y), N(XE,YV) = N(XV.YV) =0, VX,V € D'(M),

il résulte que la structure F est paracomplexe si et seulement si V est sans courbure.

Soient maintenant g une métrique riemannienne sur M et V une connexion linéaire quelconque.
On appelle relevement horizontal de g par rapport & V, [12], le champ de tenseurs G € D3(M)
donnée par

) GIXH YH) =0, GXH, YY) = G(XV,YH) = g(X,Y)",
G(XV,YV)=0, VX,Y € D'(M).

On constate que G est une métrique pseudo-riemannienne sur TM de signature (n,n) qui
satisfait & la condition G(FA, FB) = ~G(A, B), VA, B € DY(TM).
Par suite on a

Théoréme 2. La structure presque produit F, associée a une connezion V par (1) et le relévement
horizontal G, par rapport a V, d’une métrique riemannienne g sur M, déterminent sur TM une
structure presque parahermitienne (F,G). Cette structure est parahermitienne si et seulement si
la connexion V est sans courbure.

Pour la 2-forme ® associee a la structure presque parahermitienne (F,G) sur TM on a

3d(XH,yH, Z7) = —5(R(X,Y)g(Z) + R(Y. 2)g(X) + R(Z,X)g(Y)),
3dD(XH yH ZV) = +(X,Y)Z, dO(XH, YV, ZV) =0, dd(XY,YV,ZV) =0,

olt R(X,Y)g(Z) est la 1-forme a sur M donnée par o(U) = g(Z, R(X,Y)U), YU € D}M), et
(X, Y)Z = (Vxg)(Y. Z) — (Vyg)(X, Z) + 9(T(X,Y), Z)

est la co-torsion de la connexion centro-projective (g, V) sur M, [2].
Ensuite la structure ¢ est symplectique, c’est-a-dire d¢ = 0, si et seulement si

3) r(X,Y)Z = 0, ¥(R(X,Y)g(Z) + R(Y, 2)g(X) + R(Z,X)g(Y)) = 0.
Mais, comme la deuxieme condition (3) est une conséquence de la premieére, [2], on a

Théoréme 3. La structure presque parahermitienne (F,G) sur TM, associée & une connezion
linéaire V et une métrique riemannienne g sur M, par les relations (1) et (2), est presque para-
kahlerienne si et seulement si la connezion centro-projective (g, V) sur M est sans co-torsion.
Cette structure est parakdhlerienne si et seulement si la connexion centro-projective (g, V) est
sans courbure et sans co-torsion.

En considérant la 1-forme o € D, (T M) définie par o = G(C), ol C est le champ de vecteurs
canonique sur TM, caractérise par C(yw) = yw, Yw € D1(M), on a

o(XH) = 2(g(X)), #(X¥) =0, ¥X € D'(M).
Pour la différentielle extérieure de o on obtient

2do (X, YH) = 4(7(X.Y)), 2do(XH, YY) = —g(X,Y)", do(XV,YV) =0,
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et par suite do # 0. De I'expression de do et ® on déduit que & = —2do si et seulement si 7 = 0.
C’est-a-dire, la 2-forme ® est fermée seulement si elle est exacte et cela arrive quand la connexion
centro-projective (g, V) est sans co-torsion.

Soit, en fin, V la connexion Levi-Civita de g. Dans ce cas la connexion centro-projective (g, V)
est sans co-torsion [2] et par suite on a

Théoreme 4. Si g est une métrique riemannienne sur M et V la connezion Levi-Civita de
g, alors la structure presque parahermitienne (F,G) sur TM, donnée par (1) et (2), est presque
parakdhlerienne. Cette structure est parakdhlerienne si et seulement si la métriqgue g est sans
courbure.
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