22 Courbes remarquables sur les variétés riemanniennes,
modelées par un espace de Hilbert

Studii si cercetari matematice.
Acad. R.S.R., t. 41, 1989, 9-14.

Les cercles et les hélices constituent des classes importantes de courbes dans le plan et I'espace
euclidien. Leur extention aux espaces euclidiens et riemanniens 4 un nombre quelconque fini de
dimensions & préocupé un grand nombre de géometres, parmi lesquels nous citons A.H. Hayden
[1], M. Syptak [5] et Y.C. Wong [6].

Dans ce travail nous considérons une généralisation de ces courbes au cas des variétés rieman-
niennes de dimension infinie et présentons des caractérisations géométriques simples, en utilisant
les notions de série de directions paralleles, concurrentes et enveloppantes, respectivement dans
le sens de T. Levi-Civita [3], A. Myller [4] et K. Yano [7]. Certaines de ces caractérisations sont
nouvelles aussi pour le cas fini-dimensionel, ot dans ce but a été utilisé seulement la notion de
parallélisme qui s’est avérée insuffisante.

1. Soit M une variété différentiable de dimension infinie et de classe C'>°, modélée par un espace
de Hilbert séparable et douée d'une structure riemannienne ”(, )” de classe C>, [2]. Soient ensuite,
a un nombre réel positif et v : [0, a,] — M une courbe de classe C*> sur M, rapportée & son arc
comme parametre.

Nous disons que la courbe v est générique si les vecteurs de champs

dy
= d—f ;n) = V£T>t1, n = 1,2, ceey

s
ou V est la derivation covariante dans la connexion Levi-Civita associée a la structure rieman-
nienne sur M, sont linéairement indépendents dans chaque point de 7. En appliquant le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt on obtient de (1) le systeme de champs de vecteurs de

(1) t

classe C'>

S e )

i PodsT T g (K )t = - <t§"),tn>tnif’

n=1,2, ..., nommé le systéme de Frenet associé a la courbe y. On peut écrire pour tout n > 1,

th = aanIAl) + A:ltl + -+ )\Z_ltn,l,
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olt a, > 0 et AL, ..., A""! sont des fonctions C* sur 7.
En posant
U =Vyty, n=1,2, ..,

on en obtient, compte tenu de (1) et (2)

n+l1

(3) th=> Bltm, n=12,..

m=1
ol les fonctions 3] satisfont aux conditions
Bt =apant, >0, Br=0, m>n+1, n=12,..
Mais, comme (t,, %) = dum, On a aussi
B+ 06r =0, nm=12 ..

et par suite,

B =0pour jn—m|>2et Br=0, Bt =-3",>0 n=12,..
En introduisant les fonctions positives de classe C*,
(4) kn = anagt,, n=1,2, ..,
nommées les courbures de y et, en posant ko = 0, les formules (3) deviennent
(5) ) = —kn_1tn_y + kntns1, n=1,2,...,

qui seront nommées les formules de Frenet pour la courbe 7.

2. Soit le long de vy donnée une série de directions 6 par le champ de vecteurs unitaires u = u(s)
de classe C*. Nous dirons que la série fest une série de directions enveloppantes [7] s'il existe les
fonctions A, i : v — R telles que

(6) t+ (M) = pu.

La série 6 sera nommée série de directions concurantes [4] sil existe la fonction A : v — R telle
que

(7) 171 + (/\u)’ = 0.
Enfin, nous dirons que 6 est une série de directions paralléles [3] si on a
(8) u' =0.

Pour une série de directions enveloppantes, les fonctions A et u sout des invariants de la
configuration formée par la courbe v et la série 6 et seront nommeés respectivement les paramétres
principal et secondaire de la série 8. Une série de directions concurrentes peut étre considerée
comme une série de directions enveloppantes avec p = 0.
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Nous dirons que la série de directions 8 est rigide associée a la courbe  si le champ de vecteurs
unitaires u de la série est donné par

(9 = .
n=1

ou les coefficients a,, sont constants.

3. Considérons maintenant une série # de directions enveloppantes rigide associee a . Alors en
substituant 4 donné par (9) dans (6) on obtient, compte tenu de (5),

(10) 1= Aagk; = vay, /\(anqkn—l - Gn+1kn) =va,, n=12 ..,
ol nous avons posé

(11) v=pu-N.

De (6), par multiplication scalaire avec u, on obtient

(12) v =a

et par suite les relations (10) peuvent étre écrites,

(13) 1 — dagk; = a3, Map_1kn1 — aneiks) = a1a,, n=1,2,....

Réciproquement, s'il existe la fonction ) telle que les relations (13) soient satisfaites, alors en
posant 4 = X + a; on aura la relation (6) et par suite la série (9) sera enveloppante. On a donc

Proposition 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une courbe générique y posséde
une série 0 de directions enveloppantes, rigide associée, est qu’il existe une fonction A : v — R,
telle que les relations (13), soient remplies.

De (13) il résulte
(14) Nanpirkn =a1(1—a®— a3 —---—a2), n=1,2,...

n

En supposant a, # 0,, (n = 1,2, ...), et en posant

L ml-d-d- )
" anQn41
on obtient de (14)
by
(15) kn:—/\‘v TL:L?,...,

et par suite, on a

Proposition 2. Si une courbe générique v admet une série 8 de directions enveloppantes, rigide
associée et oblique sur toutes les directions du systéme de Frenet, alors ses courbures sont inverse-
ment proportionnelles avec le paramétre principal de la série 6.

De (11) et (12) il résulte que pour u = a; on a A = const. et par suite -
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Proposition 3. Si une courbe générique vy admet une série 8 de directions enveloppantes, rigide
associée et oblique sur toute les directions du systéme de Frenet dont le paramétre secondaire est
égal avec le cosinus de l'angle formé par la direction de 6 avec la direction tangente @ vy, alors
toutes les courbures de v sont constantes.

En supposant que la série 6, de directions enveloppantes, rigide associée, est orthogonale a v,
c’est-a-dire a; = 0, alors de (13) on obtient qu'elle est orthogonale sur toutes les directions d’ordre
impaire et oblique sur toutes les directions d’ordre paire du systeme de Frenet. Dans ce cas on a

1 k
(16) A9n -1 :0, agn#O, kl =T, 'ﬁ—:CQn, n = 12,
Aay’ konya
ol les constantes ¢y, sont donnees par
Aon
(17) Cop = 2n+2
QA2p

De (16), (17) et du fait que le vecteur u est unitaire, il résulte,

+c 1 C5C4...C
(18) /\:Tl. agzgs Aont12 = ?—;—C—gz:nzl,Z,...
ol ¢ > 0 est donné par
(19) A=1+ 2(0264...02n)2.
n=1

Réciproquement, si la courbe générique  possede la propriété qu’il existe les constantes ¢y, telles
que
o
kon

(20) kz" , =cCop, n=1,2, ...,Z(czq...czn)z < 00,
n+

n=1
alors la série de directions (9), oll ag,—1 = 0 et ay, sont donnés par (18) avec le signe + (par
exemple), en face de c, vérifie les relations (6) avec A > 0 donné par (18;) et 1= X'.

Une courbe générique v qui satisfait aux conditions (20) sera nommée hélice de type A. On a
donc

Théoréme 1. Une courbe générique v est hélice de type A st et seulement s’il existe une série 0
de directions enveloppantes, rigide associée, orthogonale sur toutes les directions d’ordre impaire
du systéme de Frenet de la courbe.

4. En continuant, supposons ¢ une série de directions concurentes le long de . En considérant,
alors p = 0 dans (11) et (12) on obtient

(21) A=a;s+b
et compte tenu de (15), on a

Proposition 4. Si la courbe générique v admet une série 0 de directions concurentes, rigide
associée et oblique sur toutes les directions du systéme de Frenet de vy, alors les courbures sont
inversement proportionnelles avec la méme fonction affine de l'arc,

(22) kn:_——’ n:12,



Si la série 0 de directions concurrentes est orthogonale a v, de (13) il résulte que 6 est orthog-
onale sur les directions t,,,_; et oblique sur les directions ta,, (n = 1,2, ...). Par suite, les relations
(17) et (18) ont lieu, avec A = const. Dans ce cas on a aussi

1
(23) ky=c, =+
Aaz
Inversement, si la courbe v posséde la propriété qu'il existe les constantes ¢; et con, (n = 1,2,...)
telles que les relations (20) et (23) soient remplies, alors la série de directions (9) avec az,—1 =0
et as, donnees par (18) et (19), satisfait la condition (7) avec A déterminé de (18;) et (23).

Une courbe générique v qui satisfait aux conditions (20) et (23;) sera nommée hélice de type

B. On a par suite

Théoréme 2. Une courbe générique v est hélice de type B si et seulement s’il existe une série
0 de directions concurrentes, rigide associée, orthogonale sur toutes les directions d’ordre impaire
du systéme de Frenet de la courbe.

5. Soit enfin, une série 6 de directions paralleles le long de la courbe générique 7, qui est rigide
associee & . Alors en substituant de (9) en (8) et en tennant compte de (5) on obtient

(24) Aoy =0, Ao 1kon—1 — Gopiakon =0, n=1,2, ...

La courbe étant générique, il en résulte as,_1 # 0, n = 1,2, ..., et par suite on a

kon_1
(25) - = Cop—1, N = 1, 2, ceny
k?n
ou les constantes cg,_; sont donnees par
A2n+1
(26) Cop—1 = —n“a n = 1 2,
A2n-1

De (26) et du fait que le vecteur u est unitaire on déduit

1 C1C3...Con—1
27 ay = —> Qgpe; = ——, n= 1,2, ...
(27) 1= 0 G A )2,
ou ¢ > 0 est donné par la relation

o0

<28) C2 =1+ E(CICSH'CQTI*l)?.

n=1

Réciproquement, si la courbe v possede la propriété qu’il existe les constantes co,—1 telles que

feo )
(29) ol Con—1, n=1,2, .., Z(Cng...CQn_l)Q < 00,
n=1

alors la série de directions (9), ol as, = 0 et as,,; sont donnees par (27) satisfait & la condition

(8).
Une courbe générique v qui satisfait aux conditions (29) sera nommé hélice de type C. On a
donc
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Théoreme 3. Une courbe générique v est hélice de type C si et seulement s'il existe une série
0 de directions paralléles, rigide associée, orthogonale sur toutes les directions d’ordre paire du
systéme de Frenet de la courbe.

Remarque. Les courbes données par la Proposition 2 sont des hélices de type A ou C particulieres
et ceux donnees par la Proposition 3 sont des hélices de type B ou C particuliéres.

Dans le cas d’une variété M de dimension finie, une courbe 7 sera générique si les vecteurs
(1) sont linéairement indépendents pour n = 1,2,...,dim M — 1. Il résulte alors des théoremes
1-3 qu'une courbe générique peut étre une hélice de type A ou B seulement si la dimension de
M est paire et de type C si M a la dimension impaire. Dans ce cas, Hayden [1] a trouvé une
caractérisation pour les hélices de type C' a laide de la notion de série de directions paralleles et
pour les helice de type A et B il a montré qu’elles ne peuvent par étre caractérisées a l'aide du
parallélisme des directions. Il est intéressant de remarquer que les notions de série de directions
enveloppantes ou concurrentes nous permettent maintenant de donner des caractérisations simples
pour les hélices de type A ou B, respectivement par les théorémes 1 ou 2, aussi pour le cas de la
dimension de M finie.
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