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Introduction. Le fibré cotangent a une variété différentiable présente un intérét spécial par
la richesse des structures géométriques qu’il possede et par les propriétés remarquables de ces
structures. Dans ce travail nous proposons de compléter et d’unifier une série de résultats connus
[6], 7], [9]-[12] concernant ces structures et de les intégrer dans des structures plus complexes
définies par des objets donnés sur la variété base. On en obtient de cette maniere des exemples
significatifs pour certaines structures géométriques beaucoup étudiées et récemment classifiées
[1]-[5], [8] ainsi que pour d’autres structures importantes qui sont moins connues.

81. Definitions et notations. Soit 7 : T*M — M le fibré cotangent & une variété M de
classe C> et dimension n. Notons par F (M) 'anneau des fonctions réelles C* et par DI (M) le
F(M)-module des champs de tenseurs de type (r,s) sur M. A une carte locale (U, ¢) sur M, avec
©(p) = (2Y), il correspond sur T*M la carte (7~ H(U), ®) avec ®(a,) = (¢}, p;), ol ¢¢ = 2t o7 et
ap = p;dat. Nous avons doné sur 7 (U) les bases naturelles reciproques (8; = 9/9¢, d; = 0/p;)
et (dq,dp;). Pour f € F(M), soit f¥ = f o7 son relevement vertical.

Soient ensuite i : DY(M) — D(T*M) et v : D}, (M) — DL(T*M) les applications données
par

UT;,..;.0/02 @ da? @ - @ dah)a, = piT}, ;. (p)dg" ® - @ dg,

Y(T},..5.0/02" @ dv) @ da? @ - - @ da?)a, = T}y, ;. (D) ® d* @ - - ® dg”,
Pour Z € D} (M) et S € D}(M) on a
i(Z)ay = piZi(p), i(S)a, = PiSi(P)AG, Y(S)a, = PiSi(p)d.

En particulier, pour S = I, le champ de Kronecker, on obtient I'1-forme canonique o = i(I) et le
champ de vecteurs canonique C = y(I), avec les expressions locales

o = pidd', C = pd".

Les fonctions sur T*M de la forme i(Z), avec Z € D(M), jouent un réle important parce que
tout champ de vecteurs sur 7*M est uniquement déterminé par ses valeurs sur ces fonctions. Par
exemple, le champ de vecteurs canonique peut étre caractérise par

CiZ) =iZ, ¥ Z € D(M).
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Pour une 1-forme w € DY(M), s’appelle le relévement vertical, le champ de vecteurs w® sur T*M
donné par

W(iZ) = w(Z)¥, ¥ Z € DY(M).

En posant w = w;dz! on obtient pour w? I'expression locale w? = wia.i. Pour w = dz' on a
(da') = &
§2. Structure presque parahermitienne. En considérant une connexion linéaire V sur M,
nous pouvons définir le relévement horizontal pour un champ de vecteurs X € D'(M) par
XMiz)=i(VxZ), VZ € D'(M).

On en obtient expression locale X* = X%(9; + Fijé‘j) ouly; = FfjpkA
En particulier pour X = 9/9z" on obtient

h
( a) =0 = 0; + Ty;0.

ozt

Quand w parcourt Dy (M) et X € DY(M), alors w” engendre la distribution verticale VIT*M et
X" 1a distribution horizontale HT*M. Tout champ de tenseurs de type (0,s) ou (1,s) sur T*M
est uniquement déterminé par ses valeurs sur les champs de vecteurs de la forme w® et X", avec
w € Di(M) et X € DY(M). On appelle le relévement horizontal pour w € Dy (M) et le reléevement
vertical pour X € DY(M), respectivement les 1-formes w” et XV sur T*M donnees par

WH(ZM) = w(Z)Y, WM(a®) = 0; XU(Z") =0, X'(a’) = a(X)".
On en obtient les expressions locales
wh = widg', XU = X'(dp; — Tjdg’).

En particulier on a

, . a\" j
(dz')" = dg’, (5:;) = opi = dp; = Tjidg’.

Donc a la carte locale (771(U),®) sur T*M on peut associer les bases naturelles réciproques
adaptées & la connezion V, donnees par (&;, %) et (dg%,dp;). Pour f € F(M), o, 3 € Di(M),
X, Y € DX(M), et S,T € Dj(M) on a les formules utiles:
a'(fY) =0, [a*, 3] =0, [a¥,7S] = (a0 S)Y,
hS, ’\!T] = 7[57 T}~ ){h(f’u) = ‘X(f)vv [)(h7 y’h} - [‘X: Y’]h + ’\/"RXYs
[‘X'h’av] = (V-Ya)v’ [Xh,\,S} = ’}(V)‘S),

ott Rxy = [Vx,Vy] — Vixy] est le tenseur de courbure de la connexion V.

A la connexion linéaire V on peut associer la structure presque paracomplexe F\, la structure
pseudoriemannienne (2 et la structure presque symplectique © qui, considérées comme 1-formes
vectorielles, sont donnees par

F(X" = —X*, F(a®) =a% QX" =X", Q(a")=a;

M O(X" = —X?, O(a?)=ah.

-
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Pour Q et ©, considérées comme champs de tenseurs de type (0,2) sur T*M, donnees par Q(A, B) =
Q(B)(A) et O(A, B) = ©(B)(A), nous avons aussi les caractérisations

QXYM =Q(a’, ) =0, QX! BY)=Q(p, X" = B(X)Y,
QXM Y") =0(a®, %) =0, (X" BY) =-0(3",X") =p(X)".
Les champs de tenseurs F, () et © ont respectivement les expressions locales
© = d¢' ® dp; — op; ® dg’
et satisfont les conditions:

F2— [ trF=0'0=0Q QoFxF=—-Q, 0=00IxF,
t@:—@, GOFXF:_@

ou I est le tenseur de Kronecker sur 7*M. On a donc

Proposition 1. Une connezion linéaire V sur la variété M déterminé par les relations (1) une
structure presque parahermitienne (F, ), ©) sur la variété T* M.

§3. Structure presque antiquaternionique. Soient, a c6té de la connexion linéaire V, un
champ de tenseurs g € DI(M) nonsingulier et g son réciproque. Alors en posant

(2) P(X") = g(X)", P(a") = gla)"s J(X") = g(X"), J(a") = ~g(a)",

on obtient sur 7% M une structure presque paracomplexe P et une structure presque complexe J
avec les expressions locales

P = g;0' ® dg’ + §76; @ op;, J = ;0" @ dg’ — G4, @ bp;.
On en obtient les relations

FPP=pP’=_P=], rF=trP=trJ =0,
FoP=-PoF=J FoJ=-JoP, JoP=—-PoJ=F.

Par suite il en résulte

Proposition 2. Une connezion linéaire V et un champ de tenseurs g de type (0,2) nonsingulier,
sur M, déterminent par les relations (1)1 et (2) une structure presque antiquaternionique sur

T*M.
Aussi & I'aide de la connexion V et du champ de tenseurs g € DI(M) nonsingulier, en posant
(3) H(X") = g(X)", H(a") = g(a)", K(X") = g(X)", K(a") = ~g(a)",

on obtient deux champs de tenseurs de type (0,2) sur 7M. Ils peuvent étre caractérises par les
relations

H(X" Y = g(X,Y), H(X" a®) = H(a¥, X*) = 0,
(4) H(a®, B°) = §(a, B)", K(XPYh) = g(X,Y)",
K(X"a%) = K(a', X?) =0, K(a%,3%) = —g(a, B)°.
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Pour ces tenseurs on obtient les expressions locales

On a donc

Proposition 3. Une connerzion linéaire V et un champ de tenseurs g de type (0,2) nonsingu-
lier, sur M, déterminent par les relations (3) ou (4) deux structures H et K sur T*M qui sont

H = g;d¢' ® dg’ + g7 ép; ® dp;, K = 9idq’ ® dg’ — G7ép; ® op;.

pseudoriemanniennes ou presque symplectiques en méme temps que g.

Remarquons les relations

§4. Autres structures. Les champs de tenseurs F, P, J de type (1,1) et Q,©,H, K de type
(0,2) sur T* M, définis par une connexion linéaire, V et un champ de tenseurs g de type (0, 2), non-
singulier sur M, & I'aide des formules (1), (2) et (3), sont liés par certaines relations et déterminent
sur la variété T*M des structures géométriques importantes. Ces structures sont présentées dans
les deux tableaux suivants, correspondants aux cas ou g est symétrique ou antisymétrique.

©=QcF H=QoP, K=Qo.

a) Pour g symétrique, 0, H, K sont symétriques, © est antisymétrique et on a

F P J

tFoQoF = -0 tPoQoP = Q) tJoQoJ = Q

Q| QoF =0 QoP =H QoJ =K
(F,Q,0) = p.p.h. (P,Q,H) =pp.cm.|(J,Q K)=pcm.
tFo@oF = -0 tPo@oP = -0 tJo®oJ = O

O | OoF =0 QoP =K OoJ =H
(F,0,9Q) = p.p.h. (P,©,K) = p.p.h. (J,0,H) = p.(p).h.
{FoHoF = H tPoHoP = H tJoHoJ = H

H|HoF =-K HoP =Q HoJ = -0
(F,H,—K)=p.pcm. | (P,HQ)=ppcm. | (JH -0)= p.(p).h.
tFoKoF = K tPoKoP = - K tJoKoJ = - K

K| KoF =—-H KoP =06 KoJ = -Q
(F,K,—H) = p.p.c. (P,K,0)=pp.h. (J,K, =) =p.cm

b) Pour g antisymétrique, Q est symétrique, ©, H, K sont antisymétriques et on obtient

F P J

tFoQoF = —Q) tPoQoP = Q) tJoQoJ = Q)

Q| QoF =06 QoP=H QoJ =K
(F,Q,0) = p.p.h. (P,Q, H) =p.p.h. (J,Q, K) =p.(p).h.
{[o@oF = -0 tPo@oP = 0O tJoBoJ = -0

O | OoF =0Q OoP =K QoJ =H
(F,0,Q) = p.p.h. (P,6,K) =pp.cps.|(J,O,H)=pcps.
tFoHoF = H tPoHoP = —H tJoHoJ = —H

H | HoF = -K HoP =Q HoJ = -0
(F,H,~K)=pp.cps. | (P,HQ) =pp.h. (J,H,—©) = p.cp.s.
toKoF = K {PoKoP =K tJoKoJ = K

K| KoF=-H KoP =0 KoJ =-Q
(F.K,—H)=ppcps. | (P.K.©)=ppcps. | (), K =Q) =p.(p).h
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Dans ces tableaux nous avons considéré F, P, J, 2, ©, H, K comme des 1-formes vectorielles sur
T*M et nous avons utilisé les abréviations suivantes:
p.p.h. pour une structure presque parahermitienne
p.p.cm.  pour une structure presque paracomplexe métrique
p.p.c.p.S. pour une structure presque paracomplexe presque symplectique
p.(p).h.  pour une structure pseudohermitienne
p.c.m. pour une structure presque complexe métrique

p.c.p.s. pour une structure presque complexe presque symplectique

85. Intégrabilité. Cherchons maintenant les conditions d’intégrabilité pour les structures con-
sidérées. Pour les tenseurs de Nijenhuis des champs F, P et J on obtient:

Nrp(Xh, Y?) = 4vRyxy, Np(Xh, 3%) =0, Ne(a®,8) =0
Np(X"Y") = —(go Dg(X,Y))" +7Rxy,
Np(X*, 3) = Dg(X,58)" — P(vRazs).
Np(a®, 8Y) = — (5 0 Dg(§a, 38))" + 7 Ryags,
Ny(Xh YRy = —Np(Xh, V1),
Ny (X", 8) = —Np(X", 3°), Nj(a®,8) = Np(a®, 3),
ou
Dg(X,Y) = Vx(g(Y)) = Vy(9(X)) — g([X,Y])

est la différentielle covariante extérieure de I'1-forme vectorielle g. Par suite on a

Proposition 4. La structure presque paracompleze F est intégrable si et seulement si la con-
nexion V est sans courbure. Les structures presque paracomplexe P et presque complexe J sont
simultanément intégrables, a savoir si et seulement si la différentielle covariante extérieure de g
et la courbure de V sont nulles.

Pour la différentielle extérieure de 6 on obtient
3d@(Xh S/h Zh) (RX)Z+RY21Y+RZYY)
3dO(Xh Y, o) = o(T(X,Y))?,
d@()(hr 67;’ ,\:1> = d9(0v1 31~ ’\Il) = 07

ou T(X,Y) = VxY — VyX — [X,Y] est le tenseur de torsion de la connexion V.
On a donc

Proposition 5. La structure presque symplectique 6 est intégrable si et seulement si la connexion
V est sans torsion. Dans ce cas © est exacte et donnée par © = —2do, ou o est I'l-forme
canonique.

Si g est antisymétrique on obtient pour la différentielle extérieure des 2-formes H et K

[N]
[\
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dH (X" Yh, Zh = dg(X,Y, Z)¥, 3dH(X", Y", a") = —i(Rxyga),
3dH(X", 3°,7%) = (Vx9)(B,7)", dH(a", 5,7") =0,

dK (X, Yh, Zh) = dH (X", Y, Zh), dK (X" Y o) = —dH (X", Y, oY),
dK(Xh Bv, ) = —dH (X", 8°,9%), dK(a¥,5%,~") = 0.

Par suite on a

Proposition 6. Pour g antisymétrique les structures presque symplectiques H et K sont si-
multanément intégrables, & savoir si et seulement si g est intégrable et covariant constante et la
connexion V est sans courbure.

En partant des tableaux a) et b) et des conditions d’intégrabilité précédentes on peut trouver
des exemples significatifs pour la classification des structures: presque hermitiennes, donnees par
P. Libermann [5], A. Gray et L.M. Hervella [4]; presque parahermitiennes, donnée par C.L. Bejan
[1], P.M. Gadea et J.M. Masqué [2]; presque complexes métriques, obtenues par G.T. Ganchev
et A.V. Borisov [3]; presque paracomplexes métriques, obtenues par A.M. Naveira [8]. On peut
obtenir aussi des exemples pour les structures presque complexes (ou paracomplexes) presque
symplectiques, qui d’aprés notre connaissance, n'ont pas encore été classifiées.
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